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Capitolul 1. Introducere.

Sistemul financiar joaca un rol fundamental in functionarea economiei
moderne. Cercetdri recente au evidentiat rolul major ce revine sistemului financiar in
procesul cresterii economice. Pe langa factorii traditionali, respectiv investitiile in
capitalul fizic si in capitalul uman, sistemul financiar joacd un rol important in
procesul cresterii economice.

In arhitectura sistemului financiar, piata de capital joacd un rol central, ea
reprezentand un adevarat catalizator pentru intreaga activitate economica.

In ultimele decenii piata de capital s-a dezvoltat continuu prin aparitia de noi
produse financiare , de noi mecanisme si de noi segmente. Acest proces continua si in
prezent, el amplificandu-se odatd cu adancirea globalizarii si mondializarii pietelor de
capital.

Un segment foarte alert si care se dezvolta continuu in cadrul pietei de capital
este cel al produselor derivate. Desi relativ tanar, volumul zilnic al tranzactiilor pe
piata de derivative insumeaza multe zeci de miliarde USD.

Un produs financiar derivat (derivativ) este un instrument financiar al carei

valoare depinde de valoarea altor active sau produse financiare, numite active suport.
Principalele produse derivate utilizate in prezent pe piata financiara sunt:
e contractele forward
e contractele futures
e swap-uri
e optiunile
In ceea ce priveste optiunile, trebuie mentionat ca in prezent se utilizeazi o
varietate extrem de mare de astfel de instrumente derivate, multe dintre ele intrand in

asa numita categorie a optiunilor exotice.

Intrucat un volum extrem de mare de optiuni si alte derivative se negociaza pe
asa numita piatd OTC (over — the — counter) direct intre diverse institutii financiare,
banci, fonduri mutuale sau companii, prin introducerea de noi clauze in contractele de
optiuni se obtin in permanenta noi tipuri de optiuni exotice, care dacda dau rezultate
favorabile sunt adoptate de lumea financiara.

Prima piatd organizatd pe care sd se negocieze contracte de optiuni

standardizate a aparut in anul 1973 la Chicago, CBOE (Chicago Board Options
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Exchange). Ulterior optiunile au fost negociate si la American Stock Exchange, la

Pacific Stock Exchange, Philadelphia Exchange, NYSE, Londra, Paris, Amsterdam,

etc.
In ceea ce priveste activul suport al unui produs financiar derivat, acesta poate
fi:
e actiuni
e obligatiuni

indici bursieri

cursul de schimb

bunuri de diverse tipuri: petrol, cereale, aur sau alte metale
pretioase, etc.
Produsele derivate sunt utilizate in trei scopuri principale, si anume:
e pentru operatii de acoperire impotriva diverselor categorii de risc —
hedging
e pentru speculatii pe piata financiara
e pentru operatii de arbitraj
De aici rezulta si cele trei categorii mari de operatori (traders) pe piata de

derivative: hedgers, speculators, arbitrageurs.

Aparitia derivativelor a modificat fundamental structura activitatilor
financiare, in special in tarile dezvoltate. in primul rand, produsele derivate permit o
mai buna protejare mpotriva riscului a investitorilor si a altor categorii de oameni de
afaceri. In al doilea rand, produsele derivate permit realizarea unor operatii de levier
extrem de eficiente. Acestea au condus la amplificarea activitatilor de investitii, avand
puternice implicatii atat asupra institutiilor financiare, cat si al institutiilor
nefinanciare.

Totodata preturile produselor financiare derivate care reflectd anticiparile
agentilor economici privind evolutiile ce vor avea loc in economie permit o mai bund
prognoza macroeconomica, o mai buna fundamentare a deciziilor de politica monetara
pe care le adopta bancile centrale s.a.

In sfarsit, dar nu si in ultimul rand, aparitia derivativelor a condus la un avant

extraordinar al stiintei financiare. Aparitia in anul 1973 a celebrului model Black-

Merton-Scholes de evaluare a optiunilor a deschis practic o noud erd in domeniul

stiintei finantelor.
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Capitolul 2. Notiuni fundamentale

In acest paragraf vor fi introduse primele notiuni fundamentale privind
produsele financiare derivate, precum §i unele mecanisme care guverneaza piata de

capital.
a. Arbitraj financiar

Prin arbitraj financiar vom intelege posibilitatea realizarii unei tranzactii prin
care se poate obtine un castig fard ca operatorul sd-si asume un risc sau sa investeasca
capital.

Intrucat pe piata de capital este retribuit numai capitalul si riscul asumat,
arbitrajul financiar reprezintd o stare anormald a pietei, respectiv o stare de non-
echilibru. Intrucat astfel de stiri pot exista numai pe perioade foarte scurte de timp,
ele sunt, in general, ignorate de teoria financiara moderna.

In foarte multe rationamente si calcule legate de evaluarea produsele
financiare, inclusiv a derivativelor, de presupune ca piata nu permite operatii de
arbitraj financiar.

Vom spune cd efectuam un rationament de arbitraj financiar dacd in cadrul
rationamentului elimindm posibilitatea realizarii de operatii de arbitraj.

Conform rationamentului de arbitraj financiar doua instrumente financiare
care produc acelasi efect trebuie sa aiba acelasi pret.

Operatiile de arbitraj financiar nu trebuie confundate cu operatiile speculative
in care operatorul isi asuma un risc pentru care asteaptd o recompensda. Dintr-o

operatie speculativa operatorul poate avea fie un castig, fie o pierdere.
b. Short selling (shorting)
Este o operatie speculativa prin care un investitor vinde un activ pe care nu il

poseda, el fiind de cele mai multe ori imprumutat de brokerul sdu. Investitorul

urmeaza sa cumpere in scurt timp activul si sa-1 restituie brokerului. Operatiile de
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short selling sunt reglementate prin statutul pietei. Pentru unele tipuri de active
reglementarile nu permit operatii de short selling.

In general , speculatorii efectueazi operatii de short selling cand anticipeazi o
scadere a pretului activului, dorind s vanda mai scump pentru ca ulterior sa cumpere
mai ieftin pentru a stinge Tmprumutul. Evident ca dacd anticiparea nu a fost corecta

investitorul poate pierde dintr-o operatie de short selling.
c. Rata dobanzii continue

Daca se noteaza cu R rata dobanzii care se refera la un an, pentru fractiuni de

an se folosesc in mod obignuit doud tipuri de rate ale dobanzii:

... R
e rata comerciald: —;
n

.7,
e rata corectd: ——, unde cu r, s-anotat rata de conversie, solutle a ecuatlel

n
}/- n
(1+—”j =1+R (2.1)
n
respectiv:
r—n|_1+R —IJ (2.2)

S-a presupus ca dobanda este compusa iar cu n s-a notat numarul de intervale in
care a fost impartit anul.
Intre cele doua rate ale dobanzii pot exista diferente semnifiactive care se
amplifica odata cu cresterea lui n.
De exemplu, daca R =15%, rata dobanzii comerciald pentru un semestru este
de 7,5 %, iar pentru o luna ea este de 1,25%. In realitate, o rata a dobanzii de de 7,5%

pe semestru corespunde la o ratd a dobanzii de 15,56% pe an

((1 + 0,075)2 —-1= 0,1556), iar o ratd a dobanzii de 1,25% pe luna corespunde la o rata

anuala de 16,075% pe an ((1+0.0125) ~1=0.16075).

Pentru cazul considerat, rata corectd pentru un semestru este de 7,238%, iar

pentru o luna ea este de 1,17%.
Pentru n=2, rata de conversie r, = nl(1+R)% —lJ este egald cu

r,=14,476% , iar pentru n =12 ea este egald cu r, =14,058%.
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Cu cat n este mai mare, cu atat rata de conversie este mai corecta. Aceasta a

condus la utilizarea ratei instantanee, respectiv la rata dobanzii continue:

o (1+R)%—1_
r=limr, ‘lﬁ‘if‘m@”) (2.3)
n

Asadar, intre rata dobanzii obisnuite R i rata dobanzii continue r, avem
relatia:

r=In(1+R) (2.4)

in cazul exemplului ales, rata dobanzii de R =15%, corespunde unei rate a
dobanzii continue de 13,976%.

Factorul de fructificare devine:

1+R=¢€" (2.5)
1ar factorul de actualizare devine:
1+R=¢e" (2.6)

Pentru exemplificare, ardtdm ca formula care da pretul unei obligatiuni, in

cazul in care se foloseste rata dobanzii continue devine:

r 2.7
P=>YCe" +Fe" (27)

t=1
Cu C, s-a notat valoarea cuponului din anul ¢, cu F' s-a notat valoarea nominala, iar
cu T s-anotat scadenta (maturitatea) obligatiunii.

Pentru o obligatiune zero-cupon avand maturitatea 7, valoarea nominala

F =1 si pretul la momentul ¢ egal cu B(¢,7), rentabilitatea la scadenta (yieldul la

maturitate) este datd de formula:
_ InB@T) (2.8)
T—t
care este solutia ecuatiei:
B(t,T)=1-¢71"" (2.9)
De exemplu, daca ¢ =0, iar o obligatiune zero-cupon avand maturitatea peste

3 ani (T = 3) are pretul B(0,3)=0,8, atunci rentabilitatea la scadenti va fi:

y =—1In(0,8)/3 = 7,44% .
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d. Contracte forward

Cel mai simplu derivativ este contractul forward. Un contract forward este o
intelegere intre doud parti de a vinde, respectiv de a cumpara un anume activ financiar
sau un bun la o scadenta si un pret stabilite prin contract.

Contractele forward se tranzactioneaza pe pietele OTC (“over-the-counter”) si
ele se incheie, in mod obisnuit, intre doud institutii financiare sau intre o institutie
financiara si o institutie non-financiara (de exemplu o companie).

Se spune cd partea care se angajeazd sa cumpere activul sau bunul respectiv
are o pozitie long, iar cea care se angajeaza sa vanda are o pozitie short.

La emitere valoarea (prima) unui contract forward este zero, deoarece niciuna
dintre parti nu obtine prin contract o situatie privilegiatd. Asa cum se va vedea in
continuare, aceasta situatie nu mai este valabild in cazul optiunilor, unde operatorul
care are pozitia long are dreptul, dar nu si obligatia de a cumpara activul, respectiv
bunul care face obiectul contractului.

Dintr-un rationament de arbitraj rezulta ca pentru un activ care nu genereaza
venit pe perioada la care se referd contractul, pretul forward (pretul de livrare) este:

F(0,T)=S,e" (2.10)
Cu §, s-a notat pretul spot al activului sau bunului, cu 7 s-a notat scadenta, iar cu

F(0,T) s-anotat pretul forward.
Pentru un activ care pe perioada de existenta a contractului genereaza un venit

avand valoarea actualizatd V , pretul forward va fi:

FO,T)=(S, -7, )e” (2.11)

De exemplu, dacad contractul forward se referd la o actiune care da dividend,
rata instantanee a dividendului fiind g%, pretul forward va fi:

F(0,T)=S,e" " (2.12)
Pentru a demonstra formula (2.12), vom observa ca venitul generat prin dividend in
perioada [0,7] este:

Vi =8, =5, (2.13)
Valoarea actuald este:

VO = VTe_qt = SO — Soe_qt (2.14)
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Inlocuind pe ¥, in formula (2.11) se obtine formula (2.12).

Exemplu. Consideram un contract forward pentru o actiune al carei pret spot este
S, =80 u.m., avand scadenta peste 6 luni (7 = 0,5). In cazul in care actiunea este ex-
dividend iar rata dobanzii este » =10% , pretul forward va fi:
F(0;0,5) =80 =84,10 u.m.
In cazul in care actiunea di dividend, rata instantanee a dividendului fiind ¢ = 2%,
pretul forward va fi:
F(0;0,5)=80-¢*"%%5 =83 26 y.m.

Trebuie mentionat ca valoarea (prima) unui contract forward este zero numai
in momentul initial:

fo=0 (2.15)

Pe perioada de viatd a contractului, prima contractului poate fi diferita de zero. Intr-

adevar, pretul forward in momentul ¢ va fi:
F(t,T)=S8,e"" (2.16)
iar prima de contract va fi:
£, =[F(0,7)-F(t,T)fe"™ (2.17)
Din (2.17) rezulta:
£ = sy = 5,770 )0
de unde:
f,=8,e" -8, (2.18)
Evidend ca semnul lui f, poate fi pozitiv sau negativ, dupa cum S,e” > S,

sau S e < S,.Daca S,e” =8, prima f, este egald cu zero.

Exemplu. Un contract forward avand scadenta peste un an are ca suport o actiune al
carei curs spot este S, =85 u.m. rata dobanzii este r =12% . Actiunea este ex-
dividend. Dupd 6 luni cursul spot al actiunii este 87 u.m. in acest caz valoarea
contractului forward este:

fos =85-e""7 —87=90,256 —87 = 3,256
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e. Contracte futures

Contractele futures au aceleasi caracteristici ca si contractele forward, cu
deosebirea ca se tranzactioneaza pe piete organizate si sunt standardizate.

Pentru majoritatea contractelor futures, operatorii 1si inchid pozitia inainte de
scadenta. Inchiderea pozitiei se poate face relativ simplu ludnd o pozitie contrari cu
cea avuta (long sau short) intr-un contract futures similar. Este important de mentionat
ca pentru numeroase tipuri de active sau produse, preturile futures se publica zilnic

presa financiara.

f. Tipuri de optiuni

Contractele forward sau futures obligd ambele parti contractante ca la scadenta
sd onoreze contractul. Este evident cd, in general, una dintre parti va fi dezavantajata.
In cazul in care pozitia pe un contract futures va fi inchisi inainte de scadent,
operatorul va fi obligat sa ia pozitie pe un alt contract futures sau pe activul suport.

Spre deosebire de contractele forward sau futures, optiunile obligd numai una
dintre parti sd onoreze contractul (pozitia short), lasand libertatea celeilalte parti
(pozitia long) sa decida daca onoreaza sau nu contractul.

Este evident cd, pentru acest drept pe care-1 obtine, operatorul care are pozitia
long pe un contract de optiuni va plati, la incheierea contractului, o prima operatorului
care are pozitia short.

In functie de dreptul de a cumpira sau de a vinde un anumit activ, optiunile se
impart in doud mari categorii:

e Optiuni CALL (de cumpdrare)
e Optiuni PUT (de vanzare)

Optiunea CALL da dreptul de a cumpdra la un termen stabilit, la un pret

stabilit prin contract (pretul de exercitiu), activul care face obiectul contractului

(activul suport).

Daca notam cu S — pretul activului suport si cu E — pretul de exercitiu prevazut
in contract, la scadenta valoarea unei optiuni CALL este egala cu:

max (S - £,0) (2.19)
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Este evident cd dacd S>E, atunci posesorul optiunii va cumpdra activul
exercitindu-si optiunea, avand astfel un castig brut egal cu S-E. In cazul in care pretul
pe piatd a activului este mai mic decat pretul de exercitiu prevazut in contractul de
optiune (S<E) atunci, evident ca, operatorul va cumpdra activul direct pe piata, iar
valoarea optiunii este egala cu zero.

Functia (2.19) se numeste functia de payoff si ea da valoarea profitului brut

pe care-l obtine posesorul optiunii. Pentru a obtine valoarea profitului net, din payoff
trebuie scdzutd prima platitad de operatorul care a cumpdrat optiunea (pozitia long).
Optiunea PUT da dreptul de a vinde la un termen stabilit si la un pret stabilit
prin contract activul suport.
In cazul optiunilor PUT, functia de payoff este:
max(E - S,0) (2.20)

Operatorul matematic ,,max” din functiile de payoff (2.19) si (2.20), in fapt,
cuantifica optionalitatea pe care o are pozitia long de a-si exercita sau nu contractul.

Din punctul de vedere al modului de exercitare al optiunilor se disting doua
mari categorii de optiuni:

e Optiunile de tip european care pot fi exercitate numai la scadenta;

e Optiunile de tip american care pot fi exercitate, teoretic, In orice

moment pana la expirarea contractului.

Trebuie mentionat faptul ca atat in Europa, cat si pe continentul american se
tranzactioneazd ambele tipuri de optiuni mentionate mai sus. Asadar, adjectivele
»european”, respectiv ,,american” nu au nimic in comun cu locul geografic in care se
tranzactioneaza optiunea.

e Optiunile de tip bermudan sunt optiunile ce pot fi exercitate in anumite

momente, prevazute in contract.

" A
1

Aceste tipuri de optiuni reprezintd un ,,mix” intre optiunile de tip european si
cele de tip american.

Intre banci sau alte institutii financiare sau intre institutii financiare si
companii pot fi incheiate i aga numitele optiuni de tip exotic.

e Optiunile de tip exotic sunt optiuni nestandard care au prevazute prin

contract o serie de clauze specifice.
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De exemplu, optiunile de tip asiatic, sunt optiuni exotice in care functia de

payoff depinde de pretul mediu al activului suport pe o perioadd specificatd in
contract.

O alta categorie de optiuni exotice sunt optiunile de tip binar sau digitale

pentru care functia de payoff este o functie discontinud ca functie de pretul activului
suport. De exemplu, functia de payoff poate lua numai valoarea unu sau zero.
Toate categoriile de optiuni (europene, americane, exotice, etc) sunt de tip
CALL (de cumpadrare) sau de tip PUT (de vanzare).
In functie de evolutia pretului activului suport, optiunile pot fi:
e at-the-money, in cazul in care pretul activului suport este egal cu
pretul de exercitiu;

e in-the-money, in cazul in care functia de payoff este egala cu |S —E|,

modul care este strict mai mare ca zero. O optiune de tip call este in-
the-money dacd functia de payoff este S—FE >0, respectiv pretul
activului suport este mai mare decat pretul de exercitiu. O optiune de
tip put este in-the-money dacd E > §, respectiv functia de payoff este
E-S5>0;

e out-the-money, in cazul in care functia de payoft este zero. O optiune
de tip call este out-the-money dacd S < E, iar optiunea de tip put este

out-the-money daca S > E.

g. Duplicarea (clonarea)

Vom spune ca un activ sau un derivativ a fost duplicat (clonat) daca s-a reusit
construirea unui portofoliu care sd se comporte identic cu activul sau derivativul
initial.

De exemplu, se va vedea mai departe cd o actiune poate fi clonatd printr-un
portofoliu format dintr-o obligatiune (pozitie long) si un numar de optiuni (pozitie

short).
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h. Prima (valoarea) unei optiuni

Valoarea unei optiuni reprezintd prima platitd la semnarea contractului sau
pretul la care ea se tranzactioneaza pe piatd la un moment ulterior emiterii.

La scadenta valoarea unei optiuni este egala cu functia de payoff.

Daca se noteazd cu C — valoarea unei optiuni call si cu P — valoarea unei
optiuni put, ambele sunt functii de urmatoarele cinci variabile:

S — pretul activului suport;

E — pretul de exercitiu;

o — volatilitatea activului suport;

r —rata dobanzii pe piata monetara;

T —t - perioada pana la scadenta. Cu 7 s-a notat scadenta, iar cu  momentul
curent (la emiterea optiunii /=0).

Unitatea de masura a perioadei 7 —¢ este anul. Rezultd ca 7' —¢ se masoara in
fractiuni de an, anul financiar avand 252 de zile.

Daca se noteaza generic cu D valoarea unui derivativ (call sau put), avem:

D=D(S,E,o,r,T—t) (2.21)

In raport cu o si T —¢ functia D este crescitoare. Monotonia in raport cu S si
E depinde de tipul de optiune, respectiv daca este de tip call sau put.

Trebuie mentionat, insd cd functia D este omogend de gradul unu in raport cu
S si E, respectiv daca S si E cresc de A ori si valoarea derivativului va creste de 4

ori. Rezulta cd avem relatia:
D(A-S,A-E,c,r,T—t)=1-D(S,E,o,r,T —t) (2.22)
Intrucat valoarea unui derivativ depinde in mod esential de evolutia pretului S

al activului suport, iar acesta este o variabila stochastica, in continuare vor fi

prezentate unele notiuni elementare de calcul stochastic.
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Capitolul 3. Elemente de calcul stochastic

1. Leqea normala. Legea log-normala

Multe fenomene din natura, tehnica si economie descriu o lege normalad sau

gausiand. Pentru cunoasterea unei legi normale sunt suficienti doi parametri, respectiv
media, x, si varianta o.

Densitatea de repartitie in cazul legii normale este:

SRR (3.1)
- e 20° .
T= e
iar functia de repartitie este:
d 1 a b
F(d)z Jf(x)dxz -Je 207y (3.2)
b o271 =,

Functia de repartitie, numitd $i probabilitatea cumulatd cuantificd

probabilitatea ca variabila aleatoare care descrie legea normald sa aiba o marime mai
mica decat d, respectiv:

P(z<d)=F(d) (3.3)

Vom nota cu :

®(u,0) (3.4)

O variabila aleatoare care este normal distribuita, avand media x si varianta

Distributia normala pentru care 4 =0 si o =1 se numeste distributia standard.

Pentru distributia normala standard, densitatea de repartitie este:

f)=——e 2 (3.5)
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Pentru distributia normala standard functia de repartitie va fi notatd cu N in loc

de F. Avem:

N(d)z—-J.e 2 dx (3.6)

Din punct de vedere geometric, indicatorul N(d) méasoara aria cuprinsa intre
graficul functiei f{x) (clopotul lui Gauss), axa orizontald si dreapta de ecuatie x=d

(vezi fig.1).

/ /

Functia N(d) are urmatoarele proprietati:

v

1. N(0)=

N | =

2. N(o)=1
3. N(-d)=1-N(d)

Intrucat primitiva functiei (3.5) nu poate fi exprimata prin functii elementare,
pentru calculul integralei (3.6) se utilizeazd formule de aproximare. Pe baza unor
astfel de formule de aproximare sunt intocmite tabele care dau valorile lui N(d) pentru
diverse valori date lui d.

Din astfel de tabele se poate vedea, de exemplu ca N(1,24)=0,8925. Cu alte
cuvinte probabilitatea ca o variabild distribuitd dupa legea normala standard (media
egala cu zero si varianta egald cu unu) este de 89,25%.

Probabilitatea ca o variabild distribuita dupa legea normalad standard sd ia

valori in intervalul [, 8] este:
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Pla <x< f)=P(x< B)-P(x<a), respectiv:
Pla<x<pB)=N(B)-N(a) (3.7)
In cazul particular in care & = - avem:

P(-a<x<a)=N(a)-N(-a)=N(a)-[1-N(a)]=2-N(a)-1 (3.8)

in mod obisnuit se da probabilitatea cumulata N(d) si nu valoarea variabilei d.

Din tabelele privind probabilitatea cumulata la distributia normala standard
rezultd urmatoarele valori importante pentru parametrul d, corespunzatoare

probabilitatilor egale cu 99%, 97,5%, 95% si 90%.

Probabilitatea Pragul d
(P) (x<d)
99% 2,33
97,5% 1,96
95% 1,65
90% 1,29

Din tabelul de mai sus rezultd cd cu o probabilitate de 99% variabila x
distribuita dupa repartitia normala standard va avea o valoare mai mica decat 2,33, iar
cu o probabilitate de 90% va avea o valoare mai mica decét 1,29.

In cazul in care se doreste valoarea lui x astfel incit si se afle cu o

probabilitate data P in intervalul [— 5.5 ] , prin utilizarea formulei (3.7) avem:

P(~a<x<a)=2N(a)-1
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rezulta:
Probabilitatea Pragul «
(P) (—atx<a)
99% 2,58
97,5% 2,24
95% 1,96
90% 1,65

Pe baza tabelului de mai sus putem scrie ca:

P(~1,96 < x <1,96)=95%

in cazul in care in locul distributiei normale standard ®(0,1) considerim o
distributie normala ®(x, o) atunci din formula:

P(-a<x<a)=2N(a)-1

facand substitutia :

rezulta:

Plu-—a-c<Z<pu+a-c)=2N(a)-1 (3.9)

Cu Z s-a notat variabila aleatoare a cirei lege de distributie este ®(u,o).

De exemplu, pentru o variabila normal distribuitd avand media 100 si abaterea
medie patratica o =30% , cu o probabilitate de 95% ea se va afla in intervalul:

100-1,96-0,3<Z <100+1,96-0,3,

respectiv:

99,412< 7 <100,588

Mai sus s-a tinut seama cd pentru o probabilitate de 95%, o =1,96.

O variabila aleatoare Z pozitiva are o distributie log-normala dacd logaritmul

sdu este normal distribuit, respectiv:

logZ =~ ®(u,0) (3.10)
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Pentru variabile aleatoare avand o distributie log-normald, formula (3.9)

devine:
Plu—a-c<logZ<pu+a-c)=2N(a)-1 (3.11)
respectiv:
Ple* 7 < Z <" )=2N(a)-1
De exemplu, daca logZ = <D(O,2;0,3), respectiv variabila logZ este normal
distribuitd cu 4 =0,2 si o =0,3, atunci cu o probabilitate de 95%, variabila se va afla

in intervalul:

0,2-1,96-0,3 0,2+1,96-0,3
e <Z<e

respectiv:

0,6784<7Z<2,1990

Mai sus cu /og s-a notat logaritmul natural, care, in mod obisnuit se noteaza cu

In.

2. Procese Wiener. Procese Ilto

Vom considera o variabila x(¢) care evolueaza in timp intr-un mod aleatoriu.

O astfel de variabild va fi numita variabila aleatoare. Daca variabila aleatoare poate

lua numai anumite valori precizate , ea se numeste variabild aleatoare discretd. Daca

variabila aleatoare poate lua orice valoare din R, ea se numeste continua.
Rezulta ca pentru variabilele aleatoare discrete avem:
x(t)e 4,
iar pentru variabilele aleatoare continue avem:
x(r)en
Mai sus, multimea A4, este precizatd pentru fiecare moment 7.

In cazul in care pentru fiecare moment ¢ cunoastem si legea de distributie a

variabilei ¢ vom spune ca avem un proces stochastic.

Procesul stochastic se numeste proces discret daca variabila temporala ¢ poate
lua valori numai intr-o anumitd multime de puncte, bine precizatd. Daca ¢ € R sau lui

R, procesul stochastic se numeste proces continuu.
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Vom spune ci procesul stochastic x(z) este un proces Markov (are

proprietatea lui Markov) dacé pentru a face o predictie privind evolutia sa viitoare este

suficient sa cunoastem numai starea sa actuald x(z,) si nu intreaga sa istorie, respectiv
pe ce traiectorie a ajuns starea actuala x(z, ).

Unul dintre cele mai simple tipuri de procese stochastice sunt procesele
Wiener.

Ele poarta numele matematicianului american Norbert Wiener, unul dintre cei
mai celebri specialisti In domeniul teoriei predictiei din secolul al XX -lea, fondator al
ciberneticii.

Variabila x(¢) descrie un proces Wiener, daci variatia sa Ax intr-un interval

mic de timp este:
Ax=a-At+b-g-JAt (3.12)

unde:
a, b — constante cunoscute
& — variabild aleatoare avand o distributie normala standard.

Notand cu E operatorul de medie, rezulta ca:
E(e)=0 si 0" = E(e*)- [E()} = Ele*)=1
Media, respectiv varianta lui Ax sunt:

E(Ax)=a- At
(3.13)
o\ =b>-At-Ee?)=b" At

In cazul in care considerim ci intervalul de timp A¢ este egal cu unitatea (1
an) atunci avem:

E(Ax)=a
(3.14)

2 _ g2
o, =b

Din formula (3.14) rezultd cu claritate semnificatia parametrilor a si b, si
anume:

a — este media anuald a variabilei x;
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b — este abaterea medie standard (volatilitatea anuald) a variabilei x.

Folosind notatiile consacrate, formula (3.12) se poate scrie:

Ax=p-At+o-eJAt (3.15)

In cazul in care avem:

p=0sio=1 (3.16)

iar pentru acest caz special vom schimba litera x cu z, avem:

Az =e-[At (3.17)

Pentru Az avem:

(3.18)

Procesul Wiener particular dat de formula (3.17) se numeste miscare
browniand, fiind pus 1n evidenta in secolul al XIX-lea de botanistul Brown.

Miscarea browniand se caracterizeaza prin faptul cd o particula car descrie
acest proces, se misca la intdmplare, avand media zero §i varianta egala cu VAL

Intrucat abaterea medie pitraticd masoara gradul de incertitudine (volatilitatea)
rezultd cd aceasta creste odatd cu timpul (cu At).

Folosind (3.17), formula (3.15) a procesului Wiener se mai poate scrie:

Ax=pu-At+o-Az (3.19)

Trebuie mentionat ca uneori procesul (3.17) se mai numeste proces Wiener

fundamental, iar procesul (3.19) proces Wiener generalizat.

Daca in formula (3.12), coeficientii a si b sunt functii de ¢ §i x §i nu constante,
avem un proces Ito. Rezultd cd un proces Ito este un proces stochastic descris de

urmatoarea formula:
Ax=alt,x)- At +b(t,x) & JAr
sau

Ax = alt,x)- At +b(t,x)- Az (3.20)
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In cadrul cursului vor fi considerate numai cazuri simple in care functiile a si b
sunt functii liniare.

In cazul in care intervalul de timp A este foarte mic (Az —0), acesta va fi
notat cu notatia consacrata in calculul diferential, respectiv cu dft.

Rezultd ca pentru cazul continuu ecuatiile (3.19) si (3.20) care descriu
procesele Wiener, respectiv Ito, se scriu astfel:

dx=p-dt+o-dz (3.21)

dx = a(t,x)-dt +b(t,x)- dz (3.22)

Ecuatiile (3.21) si (3.22) sunt ecuatii diferentiale stochastice.

3. Pretul unui activ ca proces stochastic

Vom considera un activ avand la momentul # pretul S(¢). Marimea S(¢) poate

reprezenta pretul spot al unei actiuni al unui bun fizic (aur, petrol, etc), cursul valutar,
etc.

Vom considera un interval de timp Ar=¢-¢,, precum §i -cresterea
corespunzitoare a pretului AS = S(¢)-S(,).

Cresterea relativa a pretului S se poate scrie:

St,) () S@)sG,) (3.23)

Mai sus, intervalul de timp [to,t] a fost partitionat astfel:

ty<t,<t,<...<t_ <t =t

n-1 n
Prin logaritmare, relatia (3.23) devine:

S n S
In—+=)» In— 3.24
5, T2 (3:24)
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o .y S ) .y
Considerand variabilele In—— ca fiind wvariabile aleatoare oarecare,
i-1

independente si cu varianta finiti, conform TEOREMEI LIMITA CENTRALA, din
calculul probabilitatilor se stie ca pentru n foarte mare, suma acestora tinde la o

distributie normala.

. .S e .S e
Rezultd ca In—- este normal distribuit, respectiv —-~ are o distributie log-

0 0
normala.

Mai sus a fost schitatd justificarea ipotezei conform careia cursul unei actiuni,

cursul valutar si in general pretul unui activ descrie o lege log-normala.

Aceasta ipoteza este fundamentald in domeniul finantelor moderne.

Intrucat rentabilitatea unei actiuni ex-dividend se poate scrie:

R=AS _5 =5 _5
S S, S,

-1

rezulta ca

S

—L=1+R

g (3.25)
Din formula de mai sus, rezulta ca

S,
1nS—:1n(1+R)zR (3.26)

0

Formula (3.26) valabila pentru cazul in care rentabilitatea R nu are valori

: . . o e S
exagerat de mari, aratd ca rentabilitatea unui activ este normal distribuita, In—- fiind
0

normal distribuit.
In aproximarea (3.26) a fost utilizata formula cunoscuti conform cireia pentru
valori mici ale lui x avem:

ln(1+x)z X

. A o AS e y -~ .
Intrucat rentabilitatea < are o distributie normala, este valabila relatia:
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A
?Sz,u-At+a-Az (3.27)

Cu u s-anotat rentabilitatea anuald, iar cu o volatilitatea anuala a pretului S.

Formula (3.27) se mai poate scrie:

AS=u-S-At+oc-S-Az (3.28)
respectiv
dS=u-S-dt+o-S-dz (3.29)
Exemplu:

Vom presupune ci se cunosc urmatoarele date:
S=50;u=14%;0 =25%

In acest caz formula (3.27) devine

AS =7,00-At+12,5-&-JAt (3.30)

Am inlocuit Az =¢- \/E .

L. : 5 )
Presupunand ca At este de cinci zile, respectiv At = 555 =0,0198, obtinem:

AS =0,139+1,76-¢ (3.31)

Formula (3.31) arata ca variatia pretului S pe o perioada de 5 zile are o
distributie normald, cu media egald cu 0,139 si abaterea medie standard egald cu

1,76%.
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4. Lema lui lto

Lema lui Ito joaca un rol fundamental in calculul stochastic.

In cele ce urmeazi ea va fi prezentatd fara demonstratie, insistandu-se, in
special, asupra modului ei de utilizare.

Lema lui Ito generalizeaza regulile de derivare din analiza matematica clasica.

Se stie ca in cazul in care avem o functie derivabild de forma:

Y =F(t,x) (3.32)

In care nu apare nici un element stochastic, diferentiala sa este:

OF  OF
ay =L a4 3.33
a T a ™ (3.33)

In cazul in care variabila x, la randul siu, depinde de variabila ¢ si o altd

variabila z:
Y = F(t,x(z,2)) (3.34)
avem:
OF OF ox OF oOx
dY =| —+— = |dt+—-—d
(az o 8tj ox oz (3.35)

In cazul in care in formula (3.34) apar si elemente stochastice, formula (3.35)
nu mai este valabila.

In calculul cu produse derivate apar astfel de situatii intrucét valoarea acestora
depinde de pretul activului suport care, la randul sdu, evolueaza aleatoriu.

Lema lui Ito permite solutionarea unor astfel de situatii.

Vom considera situatia in care valoarea derivativului D este datd de formula

D=D(t,x(z)) (3.36)

Unde x(¢) este un proces stochastic de tip Ito. Ecuatia de dinamica pentru x(t)

este:
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dx = a(t,x)dt +b(t, x)dz (3.37)

Unde dz este un proces Wiener fundamental:

dz=¢-dt (3.38)

Lema lui Ito afirma ca:

oD oD 10°D ,, oD
dD=| —+—-a+— b” |dt+—-b-d. .
(az a2 j a " (3.38)

In cazul unui proces stochastic discret:

Ax = alt,x)At +b(t,x)Az (3.39)
cu
dz = &-~dt (3.40)

Formula (3.38) devine:

szAt+a—D-b-Az (3.41)

—+—-a+
ot Ox 2 ox? Oox

D oD 13°D
AD— (a LoD 10
Formulele (3.38) si (3.41) arata faptul ca daca x(t) este un proces Ito continuu,
respectiv discret, atunci si D(¢,x(t)) este un proces Ito de aceeasi natura cu x(¢).
Ceea ce se modifici pentru procesul D(z,x(¢)) este driftul, respectiv

coeficientul lui dtf (sau Af in cazul discret), precum si coeficientul lui dz (sau Az)

e . OD
care se amplifica cu P
X
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5. Aplicatii ale lemei lui lto

a) Ecuatia de dinamica a unui derivativ de tip optiune

Vom presupune ca ecuatia de dinamica a pretului S al activului suport este de
forma:
dS=u-S-dt+o-S-dz (3.42)
unde x este media, iar o este volatilitatea anuald a pretului S.
Vom nota cu D(¢,S(¢)) valoarea unui derivativ avand ca activ suport pe S(¢).

Conform lemei lui Ito, avem:

2
dD:(aD o o 18D

oD
—t—pu-S+———0’- S’ |dt+—-0-S-d )
o as M aas? J as 77 (3.43)

iar pentru cazul discret avem:

oD

2
_|L, D s laDaz'SzJAt+E'o~S~Az (3.44)

= =+ = .4 S+———
[at as 7T 25

Exemplu:

Presupunem ca media anuald a rentabilitatii activului suport este ¢ =0,15, iar

volatilitatea este o =10% .

In acest caz, formula (3.42) de dinamica a activului suport devine:
dS=0,15-5S-dt+0,1-S-dz (3.42’)
1ar ecuatia de dinamicad a derivativului devine:

2
D = a—D+a—D-0,15-S+0,0058—12)-S2 dr+01%2 .5 dz (3.43")
ot oS oS os
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b) Ecuatia de dinamica a unui derivativ de tip contract forward

Vom considera un contract de tip forward avand ca activ suport o actiune ex-
dividend, dinamica pretului actiunii fiind datd de ecuatia (3.42). pretul forward la

momentul 7 este:

F(t,S)=S-e"" (3.45)

Cu T s-a notat scadenta contractului.

Pentru a putea aplica formula (3.43) vom calcula, in prealabil, derivatele
partiale ale lui F.

Din formula (3.45) avem:

OF . g.oT)
ot

(3.46)

oS’

Inlocuind formulele (3.46) in (3.43) se obtine:
dF = (—r-S-e"(T”) +,u-S-e"(T”))dtJrS-e"(T”) o -dz
respectiv:

dF =(u—r)S-e""dt+.§-¢'"™ .o -dz (3.47)
Tinand seama de formula (3.45). formula (3.47) devine:
dF =(u—r)F -dt+F -c-dz (3.48)
Comparand ecuatiile (3.42) si (3.48), se observda ca ele sunt similare, cu

deosebirea ca, driftul pentru pretul forward este mai mic, respectiv este u—r .

Ecuatia (3.48) se mai poate scrie:
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dF
7=(,u—r)-dt+a~dz (3.49)

sau

dinF =(u-r)-dt+o-dz (3.50)

Ecuatia (3.50) pune 1n evidentd faptul ca pretul forward F descrie in perioada

de la =0 la t=T o lege log-normala, cu media (,u—r)T si volatilitatea T .

¢) Evolutia logaritmului pretului activului suport

In acest exemplu vom considera ca:

D=InS (3.51)

iar dS este dat de ecuatia (3.42). Avem:

PD_,
ot
L1 3.52
oS S (3.52)
D _ 1
0S? S?
Pentru acest caz, ecuatia (3.43) devine:
d(lnS)z[lu-S—lLaz-Szjdﬂrl-o--S-dz (3.53)
S 28? S
respectiv:
d(lnS)z(,u—%azjdtJrO'-dz (3.54)

Ecuatia (3.54) pune in evidenta faptul ca InS are o distributie normala.
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Considerand cd la momentul /=0, pretul activului este S, ln@ =In S(T)

5(0) S,

va avea urmatoarea distributie normala:

Q

nS7) @((y—%ajr;aﬁj (3.55)

Aplicand formula (3.9) rezulta ca

P((y—%azjf_a.aﬁsm¥{u—%azjﬂa-aﬁj=2N(a)—1 (3.57)

0

In continuare vom prezenta modul in care determinim, cu o probabilitate
stabilitd de noi, intervalul in care se va afla pretul activului la momentul 7.

Vom stabili pragul de probabilitate egal cu 99%, deci
2N(a)-1=0.99 (3.58)

Folosind tabelele privind probabilitatea cumulatad la distributia normala,

rezultd ca a =2,58.
Vom presupune cd u =0,14;0 =24%;S, =100,1iar T =3 luni, respectiv T = 0,25 .

Inlocuind datele stabilite, rezulta:
(0,14 —% . 0,242j -0,25-2,58-0,24-,/0,25 < lnl%o < (0,14 —% . 0,242) -0,25+2,58-0,24-/0,25 (3.59)

Efectuand calculele, rezulta:
0,0278-0,3096 < lnISTT0 <0,0278+0,3096,
respectiv:

St
-0,2818<In——-<0.3374

100

de unde:
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S
o OI8O o 03374

100
Rezulta ca, cu o probabilitate de 99% pretul activului se va afla dupa 3 luni in

intervalul
100-¢*"* < S, <100-¢" ™
respectiv:
75,442< S5, <140,13

Reamintim ca in momentul initial pretul a fost de S, =100.
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Capitolul 4. Modele de evaluare a optiunilor

Pe baza elementelor de calcul stochastic prezentate in capitolul 3, vom trece la
deducerea modelelor de evaluare a optiunilor.
Vor fi prezentate doua tipuri de modele de evaluare a optiunilor:
e Modelul Black—Scholes;
e Modelul binomial
Trebuie mentionat ca cele doua tipuri de modele sunt inrudite, desi in aparenta
ele pornesc de la ipoteze diferite.
Modelul Black—Scholes a fost publicat in anul 1973, iar modelul binomial in
anul 1979 de citre Cox, Ross si Rubinstein.
Ambele tipuri de modele se bazeaza pe rationamente de arbitraj si hedging si
pornesc de la premisa ca piata nu permite operatii de arbitraj, in sensul mentionat in
capitolul 2.

In prealabil, va fi dedusa ecuatia diferentiald Black—Merton—Scholes, a cirei

solutie este modelul de evaluare Black—Scholes.
Vom presupune ca sunt indeplinite urmatoarele ipoteze privind piata si
operatiunile de tranzactii:
a) Pretul activului suport descrie o lege log-normald, respectiv ecuatia
sa de dinamica este:
dS=u-S-dt+o-S-dz sau
AS=pu-S-At+o-S-Az
b) Reglementarile pietei permit operatiuni de short selling;
c) Taxele si costurile de tranzactii sunt nule;
d) Pe perioada de viatd a optiunii, activul suport nu genereaza venit
(dividend). Cu alte cuvinte, daca activul suport este o actiune, ea
este exemplu-dividend in perioada considerat;
e) Piata nu permite oportunitati de arbitraj;
f) Rata dobanzii si volatilitatea sunt constante pe perioada considerata
Trebuie subliniat faptul ca majoritatea ipotezelor prezentate mai sus pot fi

relaxate, obtindndu-se astfel modele de evaluare mult mai apropiate de realitate.
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In cadrul acestui curs, vor fi relaxate numai o parte dintre ipoteze, de exemplu
cea privind faptul ca actiunea este exemplu-dividend.

Relaxarea ipotezei f), respectiv trecerea la modele de evaluare in conditiile in
care rata dobanzii sau/si volatilitatea sunt stochastice face obiectul unor cursuri mai

avansate la nivel de MSc si PhD.

1. Ecuatia de dinamica Black—Merton—Scholes

Se considera un activ al carui pret are urmatoarea ecuatie de dinamica:

AS=u-S-At+c-S-Az (4.1)

Vom nota cu D valoarea unui derivativ avand drept activ suport pe S.
Vom forma portofoliul avand urmétoarea structura:

e 1 unitate de derivativ, pozitie long

e/ unitati din activul suport, pozitie short

Rezulta ca valoarea portofoliului este:

[l=D-hS (4.2)

Marimea parametrului 4 va fi determinata ulterior pe baza unor rationamente
financiare.

Dinamica portofoliului pe intervalul de timp Af va fi:

ATl =AD - hAS

Utilizand ecuatia (4.1) si (3.44), rezulta:

2
AH=(6D+6D a*D

10°D , ), . oD
PP s+-226%5 M+ D 0.5 Az —h(u-S-M+o-§-Az
o as M7 T2 as ) as (u )

Efectuand gruparile se obtine:
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oD oD 10°D , o, (8D J
All=| —+u-S| —-h |+—= ST At+0-S|——-h|Az .
[az # (as j 2as° J ?as (4.3)

Vom alege parametrul h astfel incat portofoliul IT sa fie ,,fara risc”, respectiv

marimea Al sa nu fie supusa factorilor aleatori.

Singurul element stochastic in ecuatia (4.3) este Az=¢-4/At, unde ¢ este o

variabild aleatoare avand distributia normala standard.

oD o < <
Asadar vom alege pe /egal cug, marime presupusd constantd pe un

interval de timp mic.

,_ 2D

=— 44
2s (4.4)
In aceasta situatie, ecuatia (4.3) devine:
oD 10°D , .,
All=| —+— -§° |At .
( o 2087 ] (43)

Intrucat, conform ipotezelor facute, piata nu permite oportunititi de arbitraj,
variatia valorii portofoliului datd de formula (4.5) va coincide cu variatia unei sume

egale depusa Intr-un cont bancar. Aceasta deoarece portofoliul:

oD
MM=D-—38 4.6
35 (4.6)

este un portofoliu fara risc.
Presupunand ca rata dobanzii este r, pentru suma depusa intr-un cont bancar

pe perioada Af, avem:

ATl = r-T1- At (4.7)
respectiv
oD
All=r-| D——S§ |- At )
r( as j (48)
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Din egalarea expresiilor (4.5) si (4.8) rezulta:

2
a_D+r.S.a_D+02.Szla lz)
ot oS 208

=r-D (4.9)

Ecuatia (4.9) reprezintd ecuatia Black—Merton—Scholes de dinamicd a unui
derivativ.

Ecuatia (4.9) este o ecuatie cu derivate partiale de ordinul doi, liniara, de tip
parabolic.

Pentru solutionarea efectivd a ecuatiei diferentiale Black— Merton—Scholes
este necesar sa cunoastem asa numitele conditii finale si conditii pe frontiera.

Trebuie mentionat ca ecuatia (4.9) este similarda cu asa-numita ecuatie a

difuziei studiata de fizicieni.

2. Modelul Black—Scholes de evaluare a unei optiuni

In acest paragraf vom presupune ci derivativul D este o optiune CALL (D=C)
sau o optiune PUT (D=P), de tip european.
Pentru cazul in care D=C, la ecuatia (4.9) se atageaza conditia finala:

C(T,8)=max(S - E,0) (4.10)

Precum si conditiile pe frontiera:

lsingC(t,S):O
(4.11)
lim C(r, §) = o0

Conditiile (4.11) care sunt avute in vedere numai din considerente strict
tehnice, au o interpretare financiara simpla.

Solutia ecuatiei diferentiale (4.9) cu conditiile (4.10) si (4.11) este urmatoarea:
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C(t,8)=S-N(d,)-E-e""N(d,) (4.12)

unde:

2

lnS+[r+O-J(T—t)
J E 2

= T (4.13)

d,=d, —oNT -t

iar N (d ) este probabilitatea cumulatd pentru distributia normala standard,

respectiv:

I
N(d)= fe 2dz

Var -

Reamintim ci valorile pentru N(d) sunt tabelate si pot fi utilizate ca atare.

Formula (4.12) reprezintd formula (modelul) Black—Scholes pentru calculul
valorii unui call european avand ca suport o actiune exemplu-dividend.
O formula similard se poate deduce si pentru optiunile de tip put. Formula

Black—Scholes de evaluare a unei optiuni put este urmatoarea:
P(t,S)=E-e"".N(-d,)-S-N(-d,) (4.14)
Reamintim ca probabilititile cumulate N(d) satisfac urmatoarea relatie:
N(-d)=1-N(d) (4.15)

In formulele lui Black-Scholes (4.12), respectiv (4.13), semnificatia
indicatorilor este urmatoarea:

S — cursul activului suport;

E — pretul de exercitiu prevazut in contract;

o — volatilitatea anuald a activului suport;

r — rata dobanzii.
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Exemplu:

Vom calcula valoarea unei optiuni call pentru care se cunosc urmatoarele date:
S =80;0 =27%;r=10%
E =80;T-t=0,5 (6 luni)

Vom calcula parametrii d, si d,:

2

0,27-4/0,5

d,=d,—0,27-,/0,5

2
ln@+ 0,1+0’27 0,5
80

d, =

Rezulta:
d, =0,35735 si
d, =0,16643

Conform tabelelor privind probabilitatea cumulatd la distributia normala
standard, avem:

N(d,)=0,63959 ; N(d,)=0,56609

Cunoscand valorile pentru N(d,) si N(d,) se poate trece la aplicarea formulei
Black—Scholes:

C(t,S)=80-N(d,)-80-e " N(d, )

respectiv:

C(¢,5)=80-0,63959 —80-0,95123-0,56609

Valoarea rezultatd pentru optiunea call este:

C(t,5)=8,0886

Rezulta ca, pentru cazul considerat, valoarea optiunii call reprezinta cca 10%
din valoarea activului suport.

Vom calcula acum, pentru acelasi exemplu valoarea optiunii PUT.

Conform calculelor de mai sus avem:

N(~d,)=1-N(d,)=1-0,63959 = 0,36041

N(~d,)=1-N(d,)=1-0,56609 = 0,43391

Aplicand formulele Black—Scholes pentru optiuni put, avem:
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P(t,5)=80-¢ """ N(~d,)-80-N(-d,);
P(t,5)=80-0,95123-0,43391-80-0,36041

Valoarea rezultata pentru optiunea put este:

P(t,S)=4,18705

Observatii: Paritatea PUT — CALL

Teorema de paritate put — call se poate demonstra simplu printr-un
rationament de tip arbitraj. Ea rezultd, insd, usor si din formula Black—Scholes.

Intr-adevar, din formula Black—Scholes pentru optiuni put avem:
Pt,S)=E-¢"") . N(~d,)-S-N(-d,)=E-¢" ") .(1-N(d,))-S-(1- N(d,))
_[s-N(d,)-E-e ¢ [E-e 7T 5]

Rezulta:

P(t,8)=C(t.8)+|E-e " -]

sau
C(t,5)=P(t.S)+|S—E-e7"] (4.16)

Formula (4.16) reprezinta teorema de paritate put-call, ea aratand relatia dintre
pretul unei optiuni CALL si o optiune PUT avand acelasi activ suport, aceeasi
scadenta si acelasi pret de exercitiu.

Din relatia (4.16) rezulta:

a) Daca E<S-e'", atunci:

C(t,S)> P(t,S) (4.17)

Cu alte cuvinte, daca pretul de exercitiu, E este mai mare decat pretul spot
fructificat, S-¢’™™, atunci valoarea optiunii call este mai mare decat pretul optiunii
put.

b) Daci E >S-¢'™, atunci avem:

C(t,8)< P(t,S) (4.18)
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c) Dacid E=S-¢'") atunci avem:

C(t,S)=P(@,S) (4.19)

Tinand seama ca in cazul c) avem E =S-e'"" formula Black-Scholes se

mai poate scrie:

C(t.8)=S[N(d,)-N(d, )] (4.20)

iar pentru acest caz:

1nz+(r+ch(T—f) > +Z (r-1) U—Z(T—t)

(1) 4.21
dl _ _ E-e T 2 _ 2 :g(T—t) ( )
oNT -t oNT -t oNT -t 2
iar
d,=d —oNT—1 = —%«/T—t (4.22)

Rezulta ca:
N(dz):N(_dl):l_N(dl)

iar formula (4.20) devine:
C(t,8)=S-[2-N(d,)-1]

Cu alte cuvinte, in cazul in care:
E — S i er(T—t)

avem:

C(t,S)=P(t,S)=5-[2-N(d,)-1] (4.23)
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Exemplu:

Daca in cazul exemplului precedent consideram ca:
S=80; E=S-e""" =76,098; r =0,I; 6 =27%; T-t=0,5
aplicand formula (4.23), rezulta:

C(t,8)=P(t,S)=80-[2-0,52691-1]=0,05382-80 = 4,3056

3. Model de evaluare a optiunilor pentru cazul in care
activul suport genereaza venit — Optiuni pe actiuni cu
dividend; optiuni pe indici bursieri; optiuni pe valuta

Una dintre ipotezele facute de Black—Scholes (1973) priveste faptul ca activul
suport este exemplu-dividend. Cu alte cuvinte, pe perioada de viatd a optiunii, activul
suport nu genereaza venit, respectiv nu necesitd cheltuieli suplimentare de intretinere
in cazul optiunilor pe produse fizice (petrol, cereale, aur sau alte metale pretioase,
etc).

La aceastd cerintd restrictivd s-a putut renunta relativ usor, tinand seama ca
toate rationamentele privind evaluarea optiunilor au la baza ipoteza de lipsa a

oportunitatilor de arbitraj, respectiv neutralitatea la risc.

Vom face observatia importantd ca ecuatia Black—Merton—Scholes (4.9) de
dinamica a unui derivativ nu contine nici un element care sa reflecte atitudinea fata de
risc a investitorului.

Elementele care intervin in ecuatia (4.9), respectiv pretul spot al activului, S,
volatilitatea sa o si rata dobanzii ,7, nu depind de atitudinea investitorului fata de risc.
Media rentabilitatii activului suport, respectiv FE (R)z A nu intervine In ecuatia
Black—Merton—Scholes, tocmai datorita faptului cd aceastd medie depinde de
atitudinea investitorului in raport cu riscul.

In aceste conditii, se poate presupune, firdi a restringe generalitatea
rezultatelor, ca investitorii sunt neutrali la risc.

Pentru a vedea ce se intdmpla in cazul in care activul suport genereaza venit,

vom reaminti cateva elemente privind pretul forward.
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Se stie ca pretul forward pentru un contract al carui activ suport nu genereaza

venit pe perioada de viatd a contractului este dat de formula:
F(t,7)=5,-e""" (4.24)

Au fost utilizate urmatoarele notatii:

F(t,T) - pretul forward;

S, - pretul spot al activului suport;
T—t - durata pana la maturitate a contractului;
r - rata dobanzii

in cazul 1n care activul suport genereaza pe perioada de viatd a contractului

venit, formula (4.24) devine:
F(t,T)=(S,-V,)-e" (4.25)

Cu V, s-a notat venitul actualizat pe care-1 genereaza activul suport.

In cazul in care activul suport este o actiune, iar rata dividendului continua,

analog cu rata dobanzii continue, este ¢, avem:
V,=8 -8, e (4.26)
In acest caz, pretul forward este dat de urmatoarea formula care rezulti din

(4.25):
F(I,T) =S, elr=alr=1) (4.27)

Intr-un univers neutral la risc, formula (3.29) de dinamica a unui activ care nu

genereaza venit poate fi rescrisa astfel:

dS=r-S-dt+o-S-dz (4.28)
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In cazul in care activul genereazi venit, rata ritmului instantaneu (continuu)
fiind ¢, formula (4.28) devine:
dS=(r—gq)-S-dt+oc-S-dz (4.29)

Ecuatia (4.9) a lui Black—Merton—Scholes devine 1n acest caz:

2
a_D+(r_q).S.a_D+62.S2.la ?
ot oS 208

=r-D (4.30)

Pe baza unor calcule asemanatoare, modelul de evaluare a unei optiuni pentru

cazul in care activul suport genereaza un venit avand ritmul instantaneu egal cu q este:

e Pentru optiuni CALL
C(t,8)=e "S- N(d,)-e""E-N(d,) (4.31)

e Pentru optiuni PUT

P(1,S)=e""E-N(-d,)-e "S- N(~d,) (4.32)
unde:
2
lnz+[r—q+62j(T—t) 4.33
d, = - : d,=d, —o\T~t (4.33)
o -t

in formulele (4.31) si (4.32) variabila g va avea urmitoarea semnificatie:

e Pentru optiuni avdnd ca suport actiuni care genereaza dividend g
reprezinta rata anuald a dividendului continuu;

e Pentru optiuni pe indici bursieri ¢ reprezintd rata medie anuald a
dividendului continuu; media ratei dividendului se calculeaza tinand
seama de dividendele generate de actiunile ce sunt incluse in indice
precum si de structura indicelui;

e Pentru optiuni pe valutd g =r,, unde cu r, s-a notat rata dobéanzii din

tara partenera.
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Exemple:

1. Vom calcula valoarea unei optiuni call §i a unei optiuni put avand ca
suport o actiune pentru care rata dividendului continuu este g =2,5% .
Se cunosc urmétoarele date:

S=45, E=47;, r=0,09; 0 =27%; T-t =4 luni

Aplicand formulele (4.31) — (4.33) se obtin urmatoarele rezultate:

C=23382; P=3,3226.

Vom face observatia cd, in cazul in care actiune nu ar genera dividend,

respectiv g =0, atunci preturile optiunilor call, respectiv put, ar fi:

C=25197; P=3,1306.

2. Vom calcula valoarea unei optiuni call avand ca suport indicele bursier
S&P 500. Vom presupune ca:

S=1000; E=980; 0 =20%; r=0.05; T—¢t=61uni.

Vom presupune ca rata medie a dividendului continuu pentru cele 500 de

firme care intrd in componenta indicelui S&P 500 este ¢ =2,1% . Aplicand

formulele (4.31) si (4.33) rezulta:

C=173,3470

3. Vom considera un contract call de cumparare de valuta. Contractul este
incheiat in SUA pentru a cumpdra lire sterline. Cursul spot este de
S =1,4565, iar pretul de exercitiu este de E =1,4350. Scadenta
contractului este peste trei luni (7 —¢=0,25). Volatilitatea cursului de
schimb USD/GBP este de o =0,15. Rata dobanzii in SUA este de
r=5%, iar in Anglia este de r, =6,8%. Aplicand formulele (4.31) si

(4.33) in care g=r, =6,8%, vom obtine urmatoarea valoare pentru

optiunea call:

C =0,050407
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4. Modelul lui Black de evaluare a unei optiuni pe un contract
futures

In ultimii ani optiunile pe contracte futures au luat o extindere deosebiti, ele
fiind tranzactionate pe multe piete.

In anul 1976 F. Black a publicat un model de evaluare a optiunilor pe
contracte futures.

Pentru a deduce modelul lui Black, vom porni de la ecuatia de dinamica a

pretului futures:
dFF:,u-dt+G-dz (4.34)

unde dz este un proces Wiener fundamental, respectiv:
dz=¢-dt (4.35)

Cu ¢ s-a notat, ca si pand acum, o variabila aleatoare normal distribuita,
avand media zero i varianta egala cu unu.
Vom considera un derivativ avand ca suport contractul futures. Valoarea

acestui derivativ este:
D=D(t,F) (4.36)

Aplicand lema lui Ito, se obtine:

dD:(a_D a

10°D , _, oD
+ F+— o F ldt+—-0-F-d. ;
o o M TR ] o (4.37)

oF
In cazul discret, ecuatiile (4.34), (4.35) si (4.37) devin:

AF
7=ﬂ‘Al+O"AZ (4.34,)
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Az =e-JAr (4.35')

oD oD 1°D  , ., oD
AD=| L il A L F A 37
(az oF M e 0 ] oF C (4.37)

La fel ca si in cazul deducerii ecuatiei de dinamica Black—Merton—Scholes
(paragraful 1 al acestui capitol), vom forma un portofoliu avand urmatoarea structura:
e 1 unitate de derivativ, pozitie long;
e /i unitati de contracte futures.
Se stie deja din paragraful 1 ca pentru a elimina factorul stochastic, raportul de

hedging trebuie ales astfel:

oD

- (4.38)

Intrucat valoarea unui contract futures in momentul initial este zero, valoarea
portofoliului format, IT este:

H=D—h-F:D—a—D~O=D
oF

Variatia valorii portofoliului pe intervalul de timp Af va fi:

AT =ap-2 Ap (4.39)
oF

Folosind ecuatiile (4.34) si (4.37°), ecuatia (4.39) devine:

oD 10°D
ot 2 0F*

o’ -FZJAt (4.40)

Tinand seama ca portofoliul format este fara risc, variatia AIl este egala si cu:
All=r-T1-At=r-D-At (4.41)

unde r este rata dobanzii.
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Din relatiile (4.40) si (4.41) rezulta:

oD 10*D

—+-——0>F’=r-D (4.42)
ot 20F

Ecuatia cu derivate partiale (4.42) este analogd cu ecuatia (4.9) a lui Black—
Merton—Scholes. De asemenea, este analoga cu ecuatia (4.30) daca g =r.
Solutiile ecuatiei ce derivate partiale (4.42) pentru cazul in care D=C,

respectiv D = P sunt:

C=e¢"""[F-N(d,)-E-N(d,)] (4.43)
P=¢"""[E-N(~d,)-F-N(-d,)] (4.44)
unde:

2

lng+02(T—t)

== (4.45)

d,=d —oNT -t

Formulele (4.43) — (4.45) reprezintd modelul lui Black pentru evaluarea unei
optiuni pe un contract futures.
Vom observa ca formulele (4.43) — (4.45) sunt asemanatoare cu formulele

(4.31)—(4.33) daca inlocuimpe g=r si S=F .

44/87



Prof. univ. dr. Moisi Altir - INGINERIE FINANCIARA - sintezi -

Capitolul 5. Utilizarea optiunilor in
managementul riscului financiar

1. Indicatorii de senzitivitate ai unei optiuni

Un numdr foarte mare de institutii financiare, in special bancile, utilizeaza
optiunile in managementul riscului. Pentru intelegerea modului in care optiunile pot fi
utilizate Tn managementul riscului este necesard cunoasterea semnificatiei
indicatorilor de senzitivitate a valorii unei optiuni. Se stie ca, din punct de vedere
matematic, senzitivitatea unei functii este cuantificatd de valoarea derivatei functiei
respective.

Intrucat valoarea unui derivativ (optiune) depinde de cinci parametri, respectiv
de sase parametri in cazul in care activul suport genereaza venit pe perioada de viatd a
optiuni, rezultd ca vom avea un numar corespunzdtor de indicatori de senzitivitate.
Conform traditiei acestea sunt notate cu litere grecesti.

Vom considera optiunea:

D=D(S,E,o,r,q,T—t) (5.1)

Principalii indicatori de senzitivitate a unei optiuni sunt:

oD

e DELTA: A=—; 5.2
2S (5.2)
oD

e NABLA: V=—; 5.3
E (5.3)

2
e GAMMA: an—?; (5.4)
oS

e VEGA: 8=6—D; (5.5)
oo
oD

THETA: @ =——; .
: T —0) (56)
oD
e RHO: p=—; (5.7)
or
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oD
e MIU: y:a; (5.8)

Cu D s-a notat generic o optiune call, (D=C), respectiv o optiune put (D=P)

Fiecare dintre cei sapte indicatori se senzitivitate cuantificd variatia valorii
optiunii corespunzatoare unei variatii mici a indicatorului respectiv. Dintre cei sapte
indicatori, probabil cel mai important este indicatorul DELTA care cuantificd variatia
valorii unei optiuni corespunzatoare unei variatii mici a activului suport.

Din modul de deducere a ecuatiei Black—Merton—Scholes se stie cd indicatorul
D . : . .
A:Z—S reprezintd raportul de hedging care a facut ca portofoliul IT utilizat in

demonstratie sa nu depinda de factori aleatori.

Teorema 1, care va fi prezentatd in continuare, va permite deducerea rapida a
sase din cei sapte indicatori de senzitivitate. Pentru aceasta, va fi notat generic cu
litera u oricare din cele sase variabile de care depinde functia (5.1). teorema va fi
formulata pentru optiuni de tip call. Pentru optiuni de tip put se poate obtine similar o

formula analoga.

Teorema 1

Fie C=C(S,E,o,r,q,T —t) valoarea unei optiuni call de tip european. Este

valabila urmatoarea formula:

—q(T—t) —r(T-t)
2 _ )2 ‘S)—N(dz)- ™™ ) o ON(d,)oloNT 1) (5.9)
ou ou ou od ou

Demonstratie:

Conform formulei de evaluare a unei optiuni call, avem:

C=e¢"".5-N(d,)-e" "™ -E-N(d,) (5.10)

unde:
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2
lng+(r—q+02](T—t)
dl =

oNT —t

d2 :dl_O-VT_t

; (5.11)

Derivand in raport cu u ecuatia (5.10) se obtine:

N(d ).M+e—q<7—r>.S.M%_N(d ).M_e”(”)-E-M% (5.12)

: du od, ou 2 u od, ou

Intrucét probabilitatea cumulata N(d) este dati de formula:

2
d ——

N(d)= ﬁ [ iz (5.13)

rezulta ca:

e ? (5.14)
Formula (5.14) rezulta din relatia:

N(d)= N j_‘;e’%dz = F(d)-F(-o) (5.15)

ZZ

unde cu F () s-a notat o primitiva a functiei e 2. Relatia (5.15) reprezinta
formula Leibniz-Newton, cunoscuta din scoala medie.
Prin derivarea relatiei (5.15) rezulta formula (5.14).

Intrucat d, =d, —oNT —¢ , din formula (5.14) rezulti:
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—oNT=) 2 o*(T-
o) 1 ATy e
od, N2 N2
2 o2 o2 (T—
1 ‘%““%{"“7](“)‘ E K -
= e = e
\N27 N2
Rezulta:
2 tr) £ ()
6N(d2)_ 1 . 2 gm0 eT.S'eq (5.15)
od, 2x 2 E-e )
Intrucat din formula (5.14) rezulta ca.
a?
ON(dy) _ 1 ) (5.16)

od, N2

rezultd cd (5.15) se mai poate scrie astfel:

ON(dy) _S-e"") oN(d,)

od, E-e")  ad, (317)

Utilizand formula (5.17) in (5.12), rezulta:

% _ N, )J—)6 0S) N(ay). AT E) | iy g V)2 ey S oN(d) od,y
Ou Ou

ou od, ou E-e T od, ou

sau

—q(T-t) | -r(T-t) |
ac:N(dl).M_N(dz).u+e—q(T-f).S.aN(dl)[adl_%) (5.18)
Ou ou Ou od, \(ou Ou

Tinand seama ca

d,=d,—o~NT -t
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rezulta:

ad, _ody_oloT=1)
ou ou ou

sau

ad, od, _oloT—1)

ou Ou ou

(5.19)

Utilizand relatia (5.19) in (5.18) rezulta formula (5.9) pe care ne-am propus sa

o demonstram. Cu aceasta teorema 1 este demonstrata.

Aplicatii ale teoremei 1

1. u=S

Vom presupune ci parametrul « =S . In formula (5.9) vom avea:

a!e—q“—‘)-s? (T
= 4T

oS

a!e—r(T—t) E,:O

oloNT -t

Tinand seama de cele trei relatii de mai sus din formula (5.9) rezulta:

A= oC — e—lI(T—f) .

T N(d,) (5.20)

49/87



Prof. univ. dr. Moisi Altir - INGINERIE FINANCIARA - sintezi -

Formula (5.20) da valoarea indicatorului de senzitivitate A care aratd cu cate
unitati se modifica valoarea optiunii call dacd cursul spot al activului suport se
modifica cu o unitate.

In cazul in care actiunea suport este exemplu-dividend, respectiv ¢=0,

formula (5.20) devine:

_oC _

A= i N(d,) (5.21)

In cazul in care variabila u este pretul de exercitiu £, din formula (5.9) rezulta

oC (T
vt _ _(r ’)-N(dz) (5.22)
oF
deoarece

0 e_r(T_t) -E _ e—r(T—t)
OE
toate celelalte derivate care intervin in formula (5.9) fiind zero.

Indicatorul NABLA dat de formula (5.22) aratd cu cate unititi se modifica

valoarea optiunii call in cazul in care pretul de exercitiu se modifica cu o unitate.

In cazul in care variabila u este volatilitatea o, din formula (5.9) rezulta:

9-9C _ o g 1 o 7 (5.23)

oo N2

deoarece

50/87



Prof. univ. dr. Moisi Altir - INGINERIE FINANCIARA - sintezi -

1
G!ch—t )—\/T_—l‘
oo

Celelalte derivate ce intervin in formula (5.9) sunt zero.

Formula (5.23) cuantificd senzitivitatea valorii optiunii call in raport cu

volatilitatea o .
4, u=T-t¢

in cazul in care u =T —¢, T fiind scadenta, iar ¢ timpul curent, rezulta:

()

O' .
od, T = (5.24)

oc__ —q-S-e T N(d)+r-E-e T N(dy)+e )8

Formula (5.24) masoard senzitivitatea optiunii call In raport cu perioada de

timp (7-¢) pana la scadenta.
in cazul in care valoarea lui T este fixatd, iar timpul curent este variabil, vom

calcula un al doilea indicator de senzitivitate:

_oc _ oc o(r-1) oc

0 =%
"o or-t) o o(r -1)

Rezulta ca

© - %f -5 N(d )= Eee T N(dy )= e 1T . 81;6(51 ) o 5 \/% (5.25)
5. u=r
In cazul in care variabila u este rata dobanzii, din formula (5.9) rezulta:
p=2C(1-1)-N(d,)-e "7 (5.30)

or
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Formula (5.30) cuantificd senzitivitatea valorii optiunii call in raport cu rata

dobanzii.
6. u=gq

In cazul in care variabila u este valoarea q, respectiv rata dividendului

continuu din formula (5.9) rezulta:

oC —o(T—
O AT (5:31)

Formula (5.31) cuantificd variatia valorii unei optiuni call in raport cu rata
continud a dividendului generat de catre actiunea suport.

Pentru calculul indicatorului gamma vom utiliza formula (5.20):

_ON_3°C _ 4 ON(d,) 0d; (5.32)
oS as> od, oS .

Tinand seama ca:

2
. lng+£r—q+2](T—t)
oNT —t (5.33)

o, !
oS oS S-o-NT -t

iar

oN(d,) 1 7

e
ad] A 2

din (5.32) rezulta

d12

oA 0*C (. 1 1
=08 _0C_ ) . e (5.34)
oS oS S-oc-AT—t \2rx
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Indicatorul GAMMA este utilizat in cazul in care se doreste studiul variatiei
valorii unei optiuni corespunzand unei variatii a pretului activului suport, variatie care
nu poate fi considerata a fi foarte mica.

In acest caz, conform formulei de dezvoltare in serie Taylor, avem:

cls:)-cls)= " L5, -5 L7CUINs, 5
respectiv:
C(S,)-C(8))=A-(S, =S, 45 T+(5, -5, (5.35)

In formula (5.35) s-a considerat ci aproximatia diferentei C(Sz)—C(Sl) cu

termeni pana la gradul doi este satisfacatoare.

2. Indicatorii de senzitivitate pentru optiuni put

Pentru optiunile de tip put, indicatorii de senzitivitate vor fi dedusi din
paritatea put-call.
Vom considera formula de evaluare a unei optiuni europene de tip put,

respectiv:

P(t,S)=e" T . E-N(-d,)-e 1" .5.N(-d,) (5.36)

Tinand seama de faptul ca

N(-d)=1-N(d) (5.37)

din relatia (5.36) rezulta:

P(t,S)=e" "D . E-(1-N(d,))-e 1" .5-(1-N(d,))

respectiv:
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P(t,S)=e T .S N(d,)-e" T E-N(d,)-[e 97 .S =T . B (5.38)
Tinand seama de formulele de evaluare a unei optiuni de tip call, relatia (5.38)
se mai poate scrie astfel:

P(t,8)=C(t,8)-|e 90 .5 — T . g (5.39)

Relatia (5.39) reprezintd relatia de paritate put-call pentru optiuni de tip

european avand ca suport un activ care genereaza venit pe perioada de viatd a optiunii.
Reamintim cd in cazul in care activul suport este o actiune, q reprezinta rata
continud a dividendului.
In cazul in care avem o optiune pe valutd, g =r,, r, fiind rata dobanzii in tara
partenera.

In acest caz, relatia (5.39) se mai poate scrie:

P(t,5)=C(6,5)-|e "7 .5 =T . E] (5.40)

Teorema 2, pe care o prezentam in continuare, cuantificd relatia dintre

indicatorii unei optiuni put si cei ai unei optiuni call.

Teorema 2

Fie P(t,S) valoarea unei optiuni put si C(t,S) valoarea unei optiuni call avand

acelasi activ suport si aceiasi scadenta. Are loc relatia:

oP(t,S) _oC(t,S) Ble1T0 .5 T . E)
Ou Ou Ou

(5.41)

unde u reprezintd o variabild oarecare de care depinde atat valoarea optiunii

put, cit si valoarea optiunii call.

Demonstratie:

Demonstratia rezultd imediat prin derivarea relatiei (5.39) de paritate put-call.
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Aplicatii

Pentru exemplificare, vom deduce indicatorii DELTA si NABLA pentru o
optiune de tip put, reliefand in acelasi timp relatiile ce existd intre indicatorii unei
optiuni de tip put si cei ai unei optiuni de tip call.

1) Particularizand in relatia (5.41) pe u =S, se obtine:

OP(t.S) _ oC(t.S) g
os os

respectiv:
Ap=Ap—e 1T (5.42)

Cu A,, respectiv A, s-a notat indicatorul DELTA pentru o optiune put,

respectiv call.
Relatia (5.42) pune in evidenta relatia ce exista intre indicatorii DELTA pentru

cele doua tipuri de optiuni.

Se stie deja cd, conform ecuatia (5.20):

oC  _ -
c Zgze ar t)'N(dl)

Din relatia (5.42) se obtine:

Ap=e T N(d,)=-e 2T

sau
A =-e 001 N, )
respectiv

Ay =—e T N(=d,) (5.43)

p=-
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Relatia (5.43) pune in evidenta faptul cd indicatorul DELTA pentru o optiune

put este intotdeauna negativ.

2) Particularizand in relatia (5.41) pe u = E, obtinem:

oP(t,S) _ 0C(t,S) , -
O OF

respectiv:
V,=Vg+e T (5.44)
Tinand seama ca:
Ve =" TON(,)
din relatia (5.44) rezulta:
Vp=e"TIN(-d,) (5.45)

Din relatia (5.45) se observa ca indicatorul NABLA pentru o optiune put este
pozitiv, ceea ce corespunde intuitiei financiare, tindnd seama de semnificatia acestui

indicator.

3) Din formula (5.41) se observa usor cd indicatorii VEGA sunt egali
pentru cele doua tipuri de optiuni.

Intr-adevir, particularizand u = o, din relatia (5.41) rezulta:

oP(t,S) _oC(t,S)
oo oo

(5.46)

respectiv
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4) Din relatia (5.42) se observa ca:

respectiv

oA, oA,
oS oS

(5.47)

(5.48)

(5.49)

Asadar, indicatorii gamma pentru optiunile de tip put si optiunile de tip call

sunt egali.

5) Pentru cazul in care u =T —¢, respectiv u = r, din relatia fundamentala

(5.41) rezulta:

oP(t,S) _oC(t,S)

o(T 1)

respectiv

+qg-e T D.§ y.eT D B
ar—o) 1

O,=0,+ lq-efq(Tfl) S—r.eTD EJ

Daca u =r, din relatia (5.41) se obtine:

oP(t,S) _aC(t,S) (1) §
or or
respectiv:

pp=pc—(T—1)-¢" " E

(5.50)

(5.51)

(5.52)
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Din relatia (5.52) se observd cd dacd optiunile se apropie de scadenta,
respectiv (T —t)—) 0, atunci indicatorii RHO pentru cele doua tipuri de optiuni tind sa

devina egali, respectiv:

lim #» = 1lim Pc

T-t—>0 T-t—>0

Exemplu:

Se va considera o optiune call si o optiune put avand ca suport o actiune care
genereazd dividend. Sunt cunoscute urmatoarele date:

§=120; E=123; r=0,1; 0 =35%; T =9 luni; ¢ =3%

Aplicand formulele cunoscute si efectuand calculele rezulta:

e Prima call: C=15,6069
e Prima put: P=12,3893

Indicatorii de senzitivitate:

Ao =0,5828; Ap =-0,3949
Ve =-04417; V, =0,4859
T, =0,01041; I, =0,01041
8. =393547; 9, =39,3547
pe =40,7511; pp =—44,8331
0, =—12,51879; @, =—4,6266
fip =—52,45; p =35,541

Indicatorul de senzitivitate in raport cu timpul a fost calculat dupa formula

(5.25) respectiv derivatele: oc. (Z—I:

b
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Interpretarea rezultatelor:

Din valorile indicatorului DELTA, se observa ca daca cursul spot va creste cu
0 unitate, prima call va creste cu 0,5828, in timp ce prima put se va reduce cu 0,3949.

In cazul in care pretul de exercitiu va creste cu o unitate, din valorile
indicatorului NABLA rezultd ca prima call se va reduce cu 0,4417, in timp ce prima
put va creste cu 0,4859.

Indicatorul GAMMA aratda modul in care se va modifica indicatorul de
hedging DELTA daca cursul spot va creste cu o unitate.

In acelasi timp, indicatorul gamma permite si estimim valoarea primei pentru
cazul in care modificarea pretului spot nu este foarte mici. Intr-adevir, din formula

(5.34) rezulta:
1
C(S,)=C(S,)+A(S, _Sl)"‘EF(Sz =S, )

Vom presupune cd pretul spot creste de la 120 la 123. Aplicand formula de
mai sus, rezulta:

C(123)=C(120)+ 0,5828-3+%-0,01041-32

fnlocuind C(120) =15,6069, rezultd C(123)=17,4021.

Valoarea de mai sus reprezintd o aproximatie acceptabila pentru prima call in
cazul 1n care pretul spot devine S =123. Aplicand direct formula Black—Scholes, se

obtine ca valoarea exacta este de fapt C=17,4016, care este foarte apropiata de cea

obtinuta mai sus prin aplicarea formulei (5.34).

In ceea ce priveste indicatorul VEGA, acesta arata faptul ca daci volatilitatea
activului suport va creste cu un punct procentual, respectiv va creste de la 35% la

36%, atunci atat prima call, cat si prima put vor creste cu:

0,01-8=0,01-39,3547 = 0,393547
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In mod asemanitor indicatorii RHO arati modificarea primei in cazul in care
rata dobanzii se modificd cu un punct procentual. In cazul in care rata dobanzii se
modifica de la 10% la 11%, prima se va modifica astfel:

e Prima call: 0,01 p. =0,407511
e Prima put: 0,01- p, =-0,448331
In ceea ce priveste indicatorul THETA, acestea arati modificarea valorii

primei in raport cu factorul timp. Astfel, in cazul exemplului considerat, dupa o zi

valoarea primei se modifica astfel:

e Prima call: ﬁ (~12,51879) = ~0,04967

e Prima put: L (—4,6266)=-0,018359
252

Mai sus, anul financiar a fost considerat a avea 252 zile.
Din cele de mai sus rezulta ca in fiecare zi prima call pierde o valoare egala cu

0,04967, in timp ce prima put pierde 0,018359.

3. Indicatorii de senzitivitate ai unui portofoliu

Indicatorii prezentati in paragraful precedent joaca un rol fundamental in
gestiunea unui portofoliu de active financiare.

Calculul indicatorilor pentru un portofoliu se bazeazd pe observatia
fundamentald ca acestia sunt functii liniare in raport cu parametrii de structura ai
portofoliului. De exemplu, daca avem un portofoliu IT format din # tipuri de optiuni

avand 1n compozitia sa N, optiuni de tipul £, k=12...... ,n, atunci indicatorii

portofoliului vor fi:

Ag=N-A+N,y-A,+...... +N,-A
FH:NI'F1+N2‘r2+ ...... +N 'r (5-53)
Sn:N1'81+N2'82+ ...... +N '8

s.a.m.d.
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Pentru exemplificare vom considera un portofoliu format din trei tipuri de
optiuni, avand acelasi activ suport. Caracteristicile activului suport sunt urmatoarele:
S=85 0=33%; ¢g=15%;
Vom presupune cd »=10%.
Vom considera ca structura portofoliului este urmatoarea:
e 1000 optiuni call — pozitie long; £=85; T =6 luni
e 800 optiuni call — pozitie short; £=87; T =5 luni
e 1200 optiuni put — pozitie long; £=87; T =6 luni

Calculand pe baza formulei Black—Scholes preturile celor trei tipuri de optiuni

se obtine:

C,=9,5343; C, =7,6427; P, =6,9835.

Pentru cele trei tipuri de optiuni avem urmatorii indicatori A, I' si 9:

A, =0,6128 A, =0,5614 Ay =—0,4179
I, =0,01909 T, =0,021607 I, =0,01957
9, =22,7598 9, =21,4677 9, =233316

Valoarea portofoliului (ceea ce a platit investitorul) este:

I1=1000-9,5343-800-7,6427+1200-6,9835 =11800,34
Indicatorii portofoliului vor fi:
Ap = 1000-0,6128—800-0,56l4+1200-(— 0,4179)= -337,800
I'; =1000-0,01909-800-0,021607 +1200-0,01957 = 25,2884
9 =1000-22,7598 -800-21,4677 +1200-23,3316 =33583,56

Valoarea indicatorului DELTA aratd ca daca pretul activului suport va creste

cu o unitate, valoarea portofoliului se va reduce cu 337,800 unitati.
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In cazul in care volatilitatea activului suport va creste de la 33% la 34%,
indicatorul VEGA arata ca valoarea portofoliului va creste cu 335,8536 unitati.

Vom presupune acum ca investitorul anticipeaza ca pretul activului suport se
va modifica, dar nu se stie in ce directie. In acest caz el doreste ca portofoliul si fie
A -neutral.

Pentru aceasta este suficient sd introducd in portofoliu 337,800 actiuni —
pozitie long. Intr-adevar, se stie ca indicatorul DELTA pentru activul suport este egal

cu 1, respectiv:

A=22 =
oS

1 (5.54)

Daca vom presupune cd investitorul nu stie nici directia In care se va modifica
volatilitatea, atunci el va dori ca portofoliul sd fie DELTA-VEGA — neutral.

Pentru ca portofoliul sd devind VEGA neutral (9 =0), atunci el
(investitorul) va trebui sd ia pozitie short pe unul dintre tipurile de optiuni. Vom
presupune cd ia, in continuare pozitie short pe optiunile de tipul doi
(33583,56/21,4677 =1564,37).

In acest ultim caz, portofoliul nu mai este A-neutral, el avand acum
A =-1564,37x0,5614 = -878,24.

Pentru ca portofoliul si redevind A -neutral, el va trebui si ia pozitie long pe

inca 878,24 de actiuni.

intre indicatorii DELTA, GAMMA si THETA ai unui portofoliu de optiuni
este o legatura foarte stransa, rezultatd din ecuatia Black—Merton—Scholes.

Intr-adevir, conform ecuatiei (4.9) avem:

2
a_D_i_r.S.a_D_l_o-z.Szla ?
ot oS 208

unde D=C sauD=P.

=r-

Trecand la un portofoliu de optiuni, avem:

ot oS 2 68?2

2
21Oy (5.55)
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respectiv:

®n+r5hAH+a?S2%rH=r{1 (5.56)
Daca portofoliul este DELTA-neutral, din (5.56) rezulta:
®n+%a?s?rn=rfl (5.57)

Din relatia (5.57) rezulta ca daca ®(; este pozitiv si are o valoare mare, atunci,
in general I'[; va fi negativ si avea, de asemenea, o valoare mare.

In sfarsit, daca portofoliul este DELTA-GAMMA neutral, atunci avem:
On =r-11 (5.57)

In sfarsit, vom mai face observatia ca, uneori, in loc de a lucra cu optiuni

propriu-zise se poate lucra cu ,,clone” ale acestora, respectiv cu optiuni sintetice.

Intr-adevar, din relatia de paritate put-call, pentru cazul in care ¢ =0, rezulta:

C=P+S—E-¢""™

Relatia de mai sus pune in evidentd modul in care putem avea o optiune call

sintetica. Luand pozitie long pe o optiune put si pe o unitate de activ suport §i pozitia

short pe o obligatiune avand valoarea E - ¢"7™) echivaleazi ce a lua pozitie long pe o

optiune call.
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4. Hedging dinamic

In general, dacid un portofoliu contindnd optiuni este neutral, el isi pierde
aceastd calitate odata cu trecerea timpului.
Pentru exemplificare vom considera cazul unei optiuni call, pozitie short. Se

cunosc urmatoarele elemente:

§=90; E=90; 0=35%; T =06 Iuni; r=10%; ¢g=0

Aplicand formula Black—Scholes rezulta ca prima incasata este C =11,01682.

Intrucat volatilitatea actiunii suport este mare (o =35%), la scadenta pretul
activului suport poate fi foarte mare. De exemplu, dacd dupd 6 luni S =120, atunci
investitorul va trebui sa plateasca diferenta S —E =30, el incasand o primd de numai
11,01682. Rezulta ca va avea o pierdere de cca 19 u.m.

Pentru a nu avea o astfel de pierdere, investitorul va lua pozitie long pe un
numdr de A actiuni, formandu-si un portofoliu DELTA neutral.

In cazul considerat avem: A =0,62770.

Rezulta ca portofoliul:

[MI=-C+0,62770x S

este A-neutral, respectiv valoarea lui nu este influentatd de variatii mici ale lui

Intr-adevar,

2—? =-A,+0,62770=-0,62770+0,62770=0,

ceea ce arata ca valoarea portofoliului nu se modifica daca S variaza putin.

In cazul in care anticipim variatii mai mari ale pretului S, se poate apela la o
operatie de DELTA-GAMMA hedging.

Dar, si in aceasta situatie, operatia de hedging este valabild pe termen scurt,

intrucat, in timp, odata cu modificarea pretului S se modifica toti indicatorii, inclusiv
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A. De aceea, trebuie apelat la operatia de hedging dinamic, respectiv reajustarea
portofoliului la intervale cat mai dese de timp.

Pentru intelegerea mecanismului de hedging dinamic vom face ipoteza
simplificatoare ca reajustarea portofoliului se face lunar.

Vom presupune ca operatorul emite un numar de 10.000 optiuni call de tipul

de mai sus incasand o prima egala cu:

10000x11,0168 =110168.

Pentru a avea un portofoliu DELTA neutral va cumpara un numar de:

10000x0,62770 = 6227,7 actiuni

pentru care va plati suma de:

6227,7x90 =564993

Acesti bani vor fi imprumutati, iar dobanda pe o luna va fi:

D, = 564993 x 2
12

=4708,27

Fiind vorba de un termen scurt, mai sus dobanda a fost calculata dupa formula
dobanzii simple.

La inceputul lunii a doua, vom presupune ci S=94. In acest caz
T—t=51uni=0,4166, iar indicatorul DELTA devine A=0,68788. Cu alte cuvinte
indicatorul DELTA creste cu:

0,68788—0,62277 =0,06511

Rezulta ca investitorul va trebui s mai cumpere la pretul de S =94 un numar
de 651,1 actiuni pentru care va plati suma de 61203.
Pentru luna a doua investitorul va avea un credit total egal cu 626196.4.

dobanda pe luna a II-a va fi:

D, = 626196,4x%:5218,3
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La inceputul lunii a treia, pretul riméane in continuare S=94. Intrucat
T —t =4 luni=0,3333, din calcul rezulta ca A =0,68480, respectiv scade cu 0,00308.
Rezulta ca investitorul va vinde la pretul de S =94 un numar de 30,8 actiuni, iar

pentru luna a treia va avea de platit o dobanda egala cu:

623301,2x 2
12

=5194,17

La finceputul lunii a patra, vom presupune ci S=99. Intrucat
T —t =3 luni=0,25, din calcul rezulta A =0,78082.

Pentru a-si ajusta portofoliul investitorul va trebui sd mai cumpere, la pretul de

S =99, un numar de:
10000 x (O, 78082 -0, 68480) =960,2 actiuni

pentru care va plati suma de 95059,8. .
Dobéanda pe luna a patra va fi:

718361x 2!
12

=5986,34

La Inceputul lunii a cincea, vom presupune ca pretul urcila S=112.
Pentru luna a cincea A=0,95716, si deci pentru echilibrarea portofoliului

investitorul va trebui sd cumpere un numar de:

10000x(0,95716—0,78082) =1763,4 actiuni

pentru care va plati suma de:
112x1763,4=197500,8

In aceasta luna, investitorul va avea un credit de 915861,8 pentru care va pliti
o dobanda de 7632,18.

La Inceputul lunii a sasea vom presupune ca S =125. Avem 7 —¢=0,08333,
iar A =0,99964.
Investitorul va trebui sd cumpere un numar de:

10000 x (0, 99964 -0,9571 6) =424,8 actiuni

pentru care va plati suma de 53100.
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In acest moment investitorul are in stoc 9996,4 actiuni si un credit egal cu
968961,8 u.m. Dobanda pentru luna a sasea va fi egala cu 8074,68.

La scadentd, investitorul va mai cumpara 3,6 actiuni la pretul de 125 u.m.
bucata pe care le adauga la stocul sdu deja existent de 9996,4. Acestea vor fi livrate
operatorului care a cumparat cele 10000 optiuni call in urma cu 6 luni.

Dobanda totala platita de investitorul care a avut pozitia short pe cele 10000
optiuni call este egald cu 36813,94.

Castigul sau net este egal cu:

Prima Incasata 110168
Dobanzi primite 5508.4
Dobanzi platite -36813,94
Diferenta de curs la 3,6 actiuni -119,0
Castig net m

In ceea ce priveste investitorul care a cumpirat cele 10000 de optiuni, castigul

sdu net este egal cu:

Diferenta de curs 10000x35 =350000
Prima platita -110168
Pierdere de dobanda -5508.4
Castig net 2343234

Din schema simplificatd prezentatd mai sus, rezultd cd prin operatiile cu
optiuni, atat operatorul care a avut pozitia short, cét si cel care a avut pozitia long au
castigat.

In cazul in care operatorul care a avut pozitia short nu ar fi aplicat o schema

dinamica de hedging, el ar fi avut o pierdere egala ci:

10000 x (125 —90) —110168-5508,4 = 234323,6 care reprezintd suma pe care

0 castigd operatorul cu pozitia long.
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5. Operatii de hedging utilizand contracte futures,

optiuni pe indici bursieri si optiuni protective

Contractele futures sunt utilizate pe scara larga in operatiile de hedging al unui
portofoliu de active si de derivate financiare. Intrucat contractele futures nu asigurd un
hedging perfect, este necesar a calcula riscul de baza, respectiv Basis-ul.

Prin definitie, avem:

BAsis = pretul spot al activului ce urmeaza a fi acoperit (hedged) — pretul
futures al contractului utilizat.

In vederea reducerii riscului de bazid (BAsIS RISK) se impune optimizarea
raportului de hedging. Acesta se poate face utilizind elementele cunoscute din teoria
portofoliului.

Vom utiliza urméatoarele notatii:

AS — variatia pretului spot pe perioada pe care se face operatia de
hedging;

AF — variatia pretului futures pe aceeasi perioada.;

0,0 — volatilitatea lui AS, respectiv AF;

p — coeficientul de corelatie dintre AS si AF

In cazul in care efectudim operatia de hedging luand pozitia long pe activ si

pozitia short pe un contract futures, vom considera portofoliul de hedging de forma:
[T=AS-h-AF (5.58)

Cu 4 s-a notat raportul de hedging ce urmeaza a fi determinat.

Varianta portofoliului IT este:

o =ci+h*-0p-2-h-p-og-0p (5.59)

Vom defini raportul optim de hedging ca fiind acela care minimizeaza varianta

portofoliului IT. Din (5.59), prin derivare obtinem:
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2
oopy

Oh

=2-h-0p—2-p-0g-0p (5.60)
Rezulta ca raportul optim de hedging este:
=p— (5.61)

Din formula (5.61) rezultd ca cu cat oy sau p este mai mare, cu atat raportul

optim de hedging % este mai mare. Raportul optim de hedging scade odati cu

cresterea volatilitdtii o a variatiei pretului futures.

Exemplu:

Un operator doreste sd cumpere peste trei luni o cantitate de 1000000 unitati
de valuta. Pentru a se proteja Tmpotriva fluctuatiei cursului valutar, el hotaraste sa
cumpere contracte futures. Valoarea unui contract este de 32000 u.m.

Volatilitatea cursului spot pe trei luni este de oy =2,5%, iar volatilitatea

cursului futures pe trei luni este de 3,4%. Coeficientul de corelatie dintre cele doua

cursuri este de p=0,85.

Conform formulei (5.61), raportul de hedging este de :

0,025

h =0,85x ; =0,625.

5
Rezulta ca operatorul va trebui sa cumpere un numar de:

0,625x 1000000 =19,53 contracte futures.
32000

Evident cad operatorul va cumpdra 20 de contracte futures, ceea ce va da o
anumita aproximatie operatiei de hedging.
In ceea ce priveste contractele futures pe indici bursieri, acestea pot fi utilizate

cu succes in operatiile de modificare a volatilitatii unui portofoliu de actiuni.
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De exemplu, dacd un investitor a investit intr-un portofoliu de actiuni a carui
volatilitate este f =1,8, ele poate considera cad acest portofoliu este prea riscant, si
deci 1i poate produce pierderi mari. De aceia, el poate hotari sa reduca volatilitatea, de
exemplu, la f=1,1.

Aceasta poate di realizat luand pozitie short intr-un numar de contracte futures
pe indici bursieri, de exemplu pe S&P-500.

Numarul de contracte futures se calculeaza pe baza formulei:
«\ I1
n=(8-p8\2 5.62
(8-5") (5.62)

unde:

N — numarul de contracte;
B —tinta fixata pentru S ;
IT— valoarea portofoliului;

V' — valoarea unui contract futures.

Exemplu:

Vom considera £ =1,8; ﬂ* =1,1s1I1=10.000.000.

Vom considera cd valoarea lui S&P-500 este egald cu 1000. in acest caz avem:

V' =100x250 =250000

unde valoarea de 250 USD reprezintd valoarea standard pentru un punct al
indicelui bursier S&P-500 utilizat in SUA.

Rezulta ca investitorul va lua pozitie short pe un numar de:

n=(18-11)x 10000000 _ 28 contracte futures.

250000

Evident cd investitorul poate utiliza optiuni pe indicii bursieri in locul
contractelor futures pentru a efectua operatii de hedging, respectiv pentru a reduce
volatilitatea portofoliului de actiuni. In acest ultim caz operatia de hedging va fi mai

eficientd, dar ea va implica un anumit cost.

70/87



Prof. univ. dr. Moisi Altir - INGINERIE FINANCIARA - sintezi -

In ceea ce priveste optiunile put protective, acestea sunt acele optiuni care sunt
utilizate pentru protejarea portofoliului de actiuni impotriva reducerii cursului
actiunilor.

Evident ca, orice investitie ntr-o actiune poate fi protejata luand pozitie long
pe o optiune put, insa raportul de hedging 1+1 este, in general, prea costisitor.

Pentru exemplificarea modului de utilizare a optiunilor put protective vom
considera urmatoarea situatie. Un investitor doreste sd investeascd suma W intr-un
portofoliu diversificat de actiuni, in obligatiuni §i in optiuni pe indici bursieri.
Orizontul de timp pentru care investitorul ia decizia de investire este 7.

Investitorul fixeazd un nivel minim A4, pentru suma pe care doreste sd o

posede Tn momentul 7.

Evident ca,

4y > W (5.63)

Intrucat vom presupune ci nu sunt posibile operatii de arbitraj, plafonul sigur

A; va indeplini conditia:

A < Txw (5.64)

unde 7 este rata dobanzii.

Aceasta deoarece investitorul nu-si poate asigura un venit sigur, fara a-si asuma

vreun risc, mai mare decat ¢"7 x W .
Vom utiliza urmatoarele notatii:
IT — pretul unei unitati de portofoliu diversificat (indice bursier);
P — pretul unei optiuni put protective;
B — suma depusa intr-un cont bancar, sau investitd n obligatiuni de stat;

E — pretul de exercitiu al optiunii put;
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Investitorul va cumpéara un numar de unitati de portofoliu egal cu numarul de

optiuni protective si egal cu:

W-B
x:
I1+P

(5.65)

In cazul in care la scadentd valoarea unei unitdti de portofoliu IT, este mai

mica decat E, atunci investitorul isi exercitd optiunea call, iar averea sa va fi egala cu:

W,=e" -B+x-E (5.66)

In cazul in care I1, > E, averea investitorului va fi:

Wy,=e"-B+x-11, (5.67)

In cazul in care investitia in actiuni nu a fost profitabild, deoarece I1, < E,
atunci trebuie ca:

Ap =Wy

unde 4, este pragul fixat.

Din (5.66) rezulta:

A, =" B+x-E (5.68)

Inlocuind pe x din (5.65) avem:
W-B
Im+p

A, =7 -B+ E

de unde rezulta valoarea care trebuie investita in active fara risc:

B_(H+P)AT—E.W
C (+P)xe' T -E (5.69)
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Formula (5.69) da valoarea care trebuie investita in active fara risc. Din (5.65)

si (5.69) rezulta:

Ly (I+P)4,—-E-W 570
x= - .
I+P (+P)xe” -E (5.70)

care reprezintd numadrul de actiuni (unitdti de portofoliu diversificat) care

trebuie cumparate, insotite de optiunile put protective.

Exemplu:

Vom presupune ci W =10000000, iar »=10% si T =3 ani. In cazul in care
investitorul nu doreste sd-si asume nici un risc, dupa trei ani el va dispune de
urmatoarea suma:

W, =" .10000000 = 13498588 .

Vom presupune cd investitorul isi fixeaza pragul minim egal cu:

A, =11500000

respectiv averea sa actuald sd creasca in trei ani cel putin cu 15%, ceea ce
inseamnd un ritm anual de 7 =4,658% (dobanda continuad).

Vom presupune ca [1=900, iar volatilitatea portofoliului diversificat este
o =11%. Pentru a calcula pretul putului protectiv trebuie fixat pretul de exercitiu E.
Intrucat investitorul doreste si-si asigure pe trei ani un prag de rentabilitate de cel

putin 15%, vom fixa:

E=900x1,15=1035

Avem acum toate elementele pentru calculul primei put:
I[1=900; E=1035; o=11%; r =10%; T=3 ani.
Utilizand formula lui Black—Scholes rezulta:

P=17,6395
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Aplicand formula (5.69), rezulta:

(900 +17,6395)x11500000 1035 x10000000
B= — =995927,45
(900+17,6395)x "™ ~1035

Rezultd ca investitorul va investi In active farda risc suma de 99592745
(aproximativ 1 milion), restul de 9004072,54 investindu-le in actiuni §i puturi
protective.

El va cumpéra un numar de:

9004072,54 _ 0812.21
917,6395

unitati de portofoliu si acelasi numar de optiuni.

In cazul in care dupa trei ani IT » <1035, atunci el va dispune de urmaitoarea

suma:

W, =995927,45x "™ +9812,21x1035 = 1344361,44 +10155638,55 = 11500000

respectiv exact pragul A4, fixat.

In cazul in care IT, >1035, de exemplu IT, =1270, atunci el va dispune de:

W, =1344361x9812,21x1270 =13805601
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Capitolul 6. Utilizarea ecuatiei Black—Scholes in

evaluarea obligatiunilor corporative

Vom considera o firma a carei bilant, prezentat schematic, este urmatorul:

Active Pasive

Actiuni
A

t

Datorii D

Vom face urmatoarele ipoteze:
a) Datoria firmei, D,, este sub forma unei obligatiuni zero-cupon avand
valoarea nominala (face value) egala cu F si scadenta T;
b) Piata de capital este completa si nu permite operatii de arbitraj;

¢) Ecuatia de dinamica a activelor este de tip standard, respectiv:

dfzr.m%-dz (6.1)

Cu r s-a notat rata dobanzii, iar dz este un proces Wiener fundamental,

respectiv:
dz, = &-~dt (6.2)
d) Sunt indeplinite ipotezele teoremei Miller-Modigliani, respectiv in

lipsa taxelor si a costurilor legate de operatiile de faliment, valoarea de

piatd a firmei nu depinde de structura capitalului firmei. Cu alte
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cuvinte, valoarea de piatd a firmei (4, ) nu depinde de raportul intre
capitalul propriu si capitalul imprumutat (% )
t
e) Actionarii firmei au responsabilitate limitata.
Firma fiind cu responsabilitate limitatd, in cazul in care ea este insolvabila la
scadentd, ea va fi declarati de creditori in stare de faliment. In aceastd situatie,
creditorii vor primi valoarea valorificata prin operatia de faliment.

In cazul in care la scadentd firma este solvabila ( 4, > F') creditorii vor primi
valoarea F, iar posesorii de actiuni rdman cu valoarea reziduald A4, — F .

Rezulta ca, la scadentd sunt valabile urmatoarele formule:

D - A, dacid, <F 6.3
" |Fdacid, >F (6.3)
£ - Odacad, <F 6.4
‘|4, —F dacid, > F (6.4)

Grafic, formulele de mai sus, se reprezinta astfel:

3

St

!'Vezi lucrarea: Ion Stancu — “Finante”, editia a treia, Editura Economica, Bucuresti, 2002
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> Ar
F
Relatiile (6.3) si (6.4) se mai pot scrie si astfel:
Dy =min(F, A4;) (6.5)
E; =max (4, - F,0) (6.6)
Relatia (6.5) se mai poate scrie astfel:
Dy = F—max (F - 4;,0) (6.7)

Relatia (6.6) arata faptul ca intrucat firma a luat un credit avand valoarea
nominald F, acesta este din punct de vedere financiar echivalent cu faptul ca actionarii
acesteia s-au plasat pe pozitia long pe o optiune call avand pretul de exercitiu F.

Conform cu ecuatia Black—Scholes, avem:
E =4,-N(d))-F-¢""N(d,) (6.8)

unde:

(6.9)
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Cu o, s-anotat coeficientul de volatilitate a firmei (a activelor).
Formula (6.7) arata ca, in fapt, creditorii detin un portofoliu format dintr-o
obligatiune, pozitie long, si o optiune put, avand pretul de exercitiu F, pozitie short:

Rezulta ca:

D, =F-e""_P(1,4) (6.10)
unde:
P(t,4)=F-e "IN (~dy)- 4, -N(-d,) (6.11)

Marimea P(z,A,) cuantifica, in fapt, faptul cd firma creditatd este cu

responsabilitate limitata, si existd riscul ca, la scadentd, creditul sd& nu poatad fi
recuperat. O astfel de optiune put se numeste put-to-default.

In momentul initial =0, avem:
Dy=F-e"—P(0,4))=F-¢"" (6.12)

S-a notat cu 7 rata dobanzii aplicatd de creditori, rata care include si prima de

risc de faliment.

Prima de risc va fi:
M=p-r (6.13)

Vom deduce, in continuare formula pentru # si pentru IT. Din (6.12) rezulta:
-nT _ —rT 1 _ T —rT AO
el =e —FP(O,AO)—e —e N(—d2)+7N(—dl)

Din relatia de mai sus se deduce:
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ln[e"TN(d2)+’;°N(—dl )}

. (6.14)
-T
Pentru prima de risc de faliment, rezulta:

In| ¢ "N (dy)+ % N (~d

n[e ()7 N 1)} (6.15)
[M=r-r= -r

-T

Exemplu:

Vom presupune ca la momentul initial valoarea firmei este 4, =1000, iar

volatilitatea activelor firmei este o, =35%.
Valoarea nominala a creditului este F=700, el fiind sub forma unei obligatiuni
zero-cupon cu scadenta 7' =3,5 ani.

Rata dobanzii pe piata monetara este » =10%.

Aplicand formula lui Black—Scholes, rezulta:

C(0, 4,) = 538,467
P(0,4,)=31,749

iar valoarea creditului la momentul initial este:

Dy =700xe " — P(0, 4)) =493,281-31,749 = 461,532

Din calculele de mai sus, rezultd ca valoarea pe care o detin actionarii
(valoarea actiunilor) este egald cu 538,463. In ceea ce priveste creditul primit de
firma, din valoarea nominald de 700 u.m. suma de 700—493,281=206,719u.m. este
retinutd initial pentru dobanzi, creditul fiind luat sub forma unei obligatiuni zero-
cupon. Pe parcursul celor 3,5 ani, cat reprezintd durata de viata a creditului, firma nu
va mai plati dobanzi. La suma de 206,719 se mai adauga valoarea putului, respectiv

31,749 u.m. care reprezintd suma retinuta pentru a acoperi riscul de faliment al firmei.
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Intrucat cunoastem D, = 461,532, rata dobanzii 7; se poate calcula direct, fara
a mai face la formula (6.12).

Intr-adevir, din relatia:

461,532="700-¢ ">

rezulta:

_ In700-1n461,532

=11,9%
3,5

4l

Prima de risc va fi:

[1=0,119-0,1=1,9%

Volatilitatea debitului

Vom nota, ca si pana acum, cu D, valoarea de piatd a creditului:

D, =D, (t,4,) (6.16)

In ceea ce priveste 4,, stim ca:
dA, =r-A -dt+o,-A -dz

Aplicand lema lui Ito, avem:

2
D, =| Lryy g Py L2 20D o Loy (6.17)
o o4, 2 oA, o4,

Ecuatia (6.17) se poate scrie, generic, sub forma:

oD
7’ = ppdt + o pdz (6.18)

t
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Din comparatia formulelor (6.17) si (6.18), rezulta:

: (6.19)

Formula (6.19) da valoarea volatilititii o, a debitului.

Tinand seama ca:
D, =F-¢""™—P(1,4,) (6.20)

rezulta ca:

oD, :_aP(t’A’) =-A, =N(-d,) (6.21)

-N(—d
oy =o, ANE) (6.22)
Dt
Folosind si formula (6.20), obtinem:
_ A -N(—d,)
Op =04 F 7r(T7t) —rT
‘e —e""F-N(-d,)+4,-N(-d,)
respectiv:
N(-d
op=0, (=) (6.23)

Cu /, s-anotat:
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. 71‘(T7t)
pfe — (6.24)

4,

Care cuantifica raportul de indatorare a firmei. Vom observa, insa, ca

adevaratul raport de indatorare a firmei la momentul ¢ este:

- Dt
==t (6.25)
t

~

Rezulta ca raportul I; dat de quasi-formula (6.22) reprezinta un raport de
indatorare a firmei.
O observatie importanta cu privire la volatilitatea debitului Dy, dat de formula

(6.22) se refera la faptul ca el nu este constant, ci variaza in timp. Cu alte cuvinte :

o, =0,(t) (6.24)

In cazul exemplului considerat in acest capitol, la momentul t=0, avem:

_Fe"'T 493281

l =0,49328
A, 1000
o,(0)=0.35% 007977
0,49328*0,7739+0,07977
respectiv:

7,(0)=0,0605 = 6,05%

Din formula (6.21) se vede ca intotdeauna avem:
o, <0, (6.25)

Revenind la formula (6.12), aceasta se mai poate scrie:
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7 = %ln{e_r*r (N(d, )+ ZlN(— d, )}

- 0

respectiv :
1 1
K=r— —h{(N(d2 )+—N(-d, )} (6.26)
T l
Din (6.26) rezulta :
T=r _r:_llnloN(dz)"‘N(_dl)
T L
respectiv :
T=r—r= —%[ln[loN(dz )+ N(=d,)]-Inl,] (6.27)
Din (6.21) rezulta :
loN(dz)‘*'N(_dl):%N(_dl) (6.28)
D

iar din (6.27) se obtine :

1
ﬂzrl—rz—F[an—AN(—dl)_lnlo (6.29)
D

Vom analiza modul in care prima de risc © depinde de diverse caracteristici ale
firmei:

e Inraport cu raportul de indatorare 1y avem :
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or _ IFN(—dl)*% l}

== - 6.30
ol, T| ad, ol, I, (6.30)
2 2
lnFA°,.T %T 111+‘7AT
Din d, = o =2
1 o~T T
rezulta :
1
d
ol,  o,T-1
De asemenea, avem :
dt
ON(=d,) __ 1 e 2
od, N2
Din (6.30) rezulta :
or__ 1)1 41 1
o, T|2x IOO'A\/T [y
or 11 I
L= 2 *® >0
L, Tlol _Zﬂe O'A\/TZI (6.31)

Formula (6.31) arata ca prima de risc « creste odata cu raportul de indatorare
lo.

Pentru a vedea modul in care prima de risc in raport cu volatilitatea firmei,
este preferabil sa utilizam formula (6.27).

Avem :
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or 1* 1 . 5
e T I.N(d,)+N(-d
oo, T IN@) NG o, V@) NEA]

respectiv :

or 1, 1 JT NT
oo, T ION(d2)+N(—d1)[l°f (dZ)(T_ﬁJ_f (=d) T} (631)

Cu f(d) s-a notat densitatea de repartitie pentru repartitia normala, respectiv

_OF(d)
Sd)==,
Din (6.31) rezulta :

or 1, ﬁ

oo, T 2*[,N(d,)+N(-d,)]

[~1,/(d,)~ f(=d})]>0

Cu alte cuvinte, asa cum era de asteptat, prima de risc de faliment 7 creste o

data cu cresterea volatilitatii firmei.
Cazul creditelor junior

Vom presupune acum ca firma a facut doua credite : unul senior si unul junior.

Creditul senior se plateste cu prioritate. In caz de insolvabilitate a firmei,
creditul junior se plateste in limita sumei ramase dupa plata creditului senior.
Notand in acest caz cu Dy valoarea creditului senior (prioritar) si cu D; valoarea

creditului junior (subordonat), avem:

Drs=min(Fs, Ar) (6.32)
Drj=max[min(Ar-Fs, F;), 0] (6.33)
ET=max[AT—FS—Fj, 0] (634)

Cu F; si Fj s-a notat valoarea nominala a creditului senior, respectiv junior.
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Din formulele (6.32) si (6.34) se observa ca in ceea ce priveste creditul senior
si valoarea actiunilor, principial nu se midifica nimic.

In ceea ce priveste creditul junior, din (6.33) se observa ca se poate scrie:
Dt,j = C(ta FS) - C(ta F5+FJ) (635)

Cu alte cuvinte creditorul care a acordat un credit junior, in fapt detine un
portofoliu format dintr-o optiune CALL avand pretul de exercitiu egal cu F, —

pozitie long, si o optiune avand pretul de exercitiu egal cu F+F;— pozitie short.

Exemplu

Pentru exemplificare, vom presupune ca in cadrul exemplului analizat in acest
capitol, creditul de 700 u.m. este acordat sub forma unui credit senior in valoare
de F=500 si al unui credit junior in valoare de F;=200.

In ceea ce priveste Eo, valoarea acestuia va fi la fel ca inainte, respectiv :

Eo= 538,467

Pentru optiunea put P(0, Ay), tinand seama ca acum pretul de exercitiu este
egal cu F;=500, avem:

P(0, Ap)=8,8266

Valoarea creditului la momentul t=0 este:

D,, =500%e "™ —8,8266 =343,517

Prima de risc in acest caz va fi :

7;=0,1072-0,1=0,0072 = 0,72%

Pentru calculul creditului junior avem :

C(0,500)=656,4826
C(0,700)=538,4676

de unde rezulta:

Dy j=656,4826-538,4676=118,015
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Prima de risc pentru premiul junior va fi :

7=0,1507-0,1=0,0507=5,07%
Asa cum era de asteptat, prima pentru riscul de faliment este mai mare pentru

creditul junior.
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