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1. Obligaţiuni zero-cupon - cazul stocastic 

 
 
      Prof. univ. dr.  Moisă Altăr 

 
 
In prezent, derivativele pe rata dobînzii joacă un rol extrem de important pe 

piaţa internaţională de capital. Pentru exemplificare menţionăm faptul că, conform 

statisticilor BIS, din totalul de 142 mii de miliarde dolari cît a reprezentat volumul 

tranzacţiilor cu derivative în luna decembrie 2002 pe piaţa OTC, peste 101 mii de 

miliarde dolari (circa 71%) au fost derivative pe rata dobînzii (pe obligaţiuni). 

Tinînd seama de importanţa problematicii, în continuare se prezintă cîteva 

elemente privind obligaţiunile zero-cupon. Aceasta va permite identificarea 

mecanismului de evaluare a acestor instrumente, precum şi o mai bună înţelegere a 

noţiunii de structură temporală a ratei dobînzii („term structure of interest rate”). 

 

Vom utiliza următoarele notaţii: 

( )TtP ,  - preţul la momentul t  al unei obligaţiuni zero – cupon care are 

scadenţa la momentul T  

( )TtR ,  -  rentabilitatea la scadenţă calculată în momentul t  pentru o 

obligaţiune zero-cupon cu scadenţă T  („the yield to maturity”) 

( )Ttf ,  - rata forward instantanee în momentul t  pentru o obligaţiune zero-

cupon cu scadenţa T . 

 

Avem următoarele formule de calcul pentru rentabilitatea la scadenţă şi rata 

forward instantanee: 

( ) ( )( )tTTtReTtP −−= ,,                                 (1) 

de unde rezultă: 

( ) ( )
tT
TtPTtR

−
−=

,ln,                               (2) 

 

Pentru rata forward avem că: 

                                  ( ) ( )







−= ∫
T

t

dsstfTtP ,exp,                      (3) 
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de unde: 

( ) ( )∫−=
T

t

dsstfTtP ,,ln                          (4) 

Notînd cu H  primitiva lui f , putem scrie: 

( ) ( ) ( ) ( )( )ttHTtHstHTtP
T

t
,,,,ln | −−=−=               (5) 

 

Derivînd ambii termeni obţinem: 

 

( )

( ) ( )Ttf
TtP
T
TtP

,
,

,

−=∂
∂

                   (6) 

 

sau: 

             ( )
( )

( )TtP
T
TtP

Ttf
,

,

, ∂
∂

−=                    (7) 

 

Din formulele (2) şi (7) rezultă că: 

                 ( ) ( ) ( )∫−
=

−
−=

T

t

dsstf
tTtT

TtPTtR ,1,ln,          (8) 

 

Formula (8) arată că rentabilitatea la scadenţă este, în fapt, media ratelor 

forward pe tot intervalul [ ]Tt, . 

In continuare vom presupune că preţul obligaţiunii depinde de rata instantanee 

a dobînzii, ( )tr , respectiv 

( )rTtPP ,,=                                 (9) 

 

In ceea ce priveşte rata instantanee a dobînzii, ea este un proces stocastic 

despre care vom presupune că este descris de următoarea ecuaţie de tip Ito: 

   ( ) ( )dzrtbdtrtadr ,, +=                          (10) 
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Aplicînd lema lui Ito obţinem: 

         ( ) ( ) ( ) dz
r
PTtbdt

r
Prtb

r
Prta

t
PdP

∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= ,,
2
1, 2

2
2       (11) 

sau: 

   ( ) dr
r
Pdt

r
Prtb

t
PdP

∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

= 2

2
2 ,

2
1             (12) 

Pentru uşurinţa scrierii vom introduce următoarea notaţie: 

      ( ) 2

2
2 ,

2
1

r
rtb

t ∂
∂

+
∂
∂

=∇                         (13) 

 

Cu această notaţie formula (12) se scrie: 

  dr
r
PdtPdP
∂
∂

+∇=                              (14) 

 

Vom aminti că notaţia P∇  se citeşte: operatorul (funcţia) ∇  aplicat lui P . 

Notaţia este asemănătoare cu cea din cazul funcţiilor obişnuite  ( )xf  numai că nu a 

mai fost pusă paranteza. 

 

Pentru deducerea ecuaţiei fundamentale de dinamică a preţului, vom forma un 

portofoliu de două obligaţiuni cu scadenţe diferite. 

Vom nota: 

( )rTtPP ,, 11 =  
( )rTtPP ,, 22 =                               (15) 

 

Portofoliul este: 

21 hPP −=Π                                 (16) 

 unde h  este raportul de hedging. 

 

Conform ecuaţiei (14) avem: 

( ) dr
r

Ph
r
PdtP hPd 21

21 







∂
∂

−
∂
∂

+∇−∇=Π                (17) 
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Pentru a elimina factorul de risc, vom lua: 

r
P

r
Ph

∂
∂

∂
∂

= 21                    (18) 

 

Tinînd seama că portofoliul a devenit un portofoliu fără risc avem: 

( )dthPPrdtP
r
P

r
PPd 212

21
1  −=








∇







∂
∂

∂
∂

−∇=Π       (19) 

In egalitatea de mai sus, grupînd termenii ce se referă la 1P , respectiv 2P  

obţinem: 

r
P
PrP

r
P
PrP

∂
∂
−∇

=

∂
∂
−∇

2

22

1

11                   (20) 

Se observă că raportul  

r
P
PrP

∂
∂
−∇

               (21) 

este constant în raport cu T , respectiv nu depinde de T . 

Vom nota: 

( )rtc

r
P
PrP

, =

∂
∂
−∇

               (22) 

Introducem substituţia: 

( ) ( ) ( )
( )rtb

rtartcrt
,

,,, +
=λ          (23) 

respectiv: 

    ( ) ( ) ( ) ( )rtartbrtrtc ,,,, −λ=          (24) 

 

Formula (22) devine: 

( ) ( ) ( )rtartbrt

r
P
PrP

,,, −λ=

∂
∂
−∇

     (25) 

de unde: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) rP
r
Prtb

r
Prtbrtrta

t
P

=
∂
∂

+
∂
∂

λ−+
∂
∂

2

2
2 ,

2
1,,,      (26) 
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Relaţia (25) reprezintă formula fundamentală privind dinamica preţului unei 

obligaţiuni zero-cupon. Ea este analoagă cu ecuaţia Merton-Black-Scholes, dar 

conţine în plus factorul λ , numit preţul de piaţă al riscului. 

In literatura de specialitate au fost propuse un număr important de modele de 

evaluare a obligaţiunilor. Ele diferă în special prin modul în care este definită ecuaţia 

de dinamică a ratei instantanee a dobînzii. In continuare prezentăm trai astfel de 

modele, pentru care se precizează modul în care evoluează ( )tr : 

a) Modelul Vasicek (1976) 

( ) dzdtrbadr σ+−=                        (26) 

b) Modelul Cox Ingersol Ross (CIR) (1985) 

           ( ) dzrdtrbadr σ+−=                    (27) 

c) Modelul Merton (1973) 

    dzdtdr σ+µ=                              (28) 

  

Pentru toate aceste modele, ecuaţia preţului obligaţiunii zero-cupon este de 

forma: 

( ) ( ) ( ) ( )trBAeTtP   , τ−τ=                 (29) 

unde tT −=τ  

Avem: 

( ) ( ) 00     ,00 == BA                (30) 

 

Menţionăm că în cazul modelului lui Merton, care este cel mai simplu, avem: 

 

( ) τ=τB                                  (31) 

( ) ( ) 322  
6
1  

2
1

τσ+τσλ−µ−=τA           (32) 

 

Deci ecuaţia preţului unei obligaţiuni zero-cupon în acest caz este: 

        

        ( ) ( )






 τσ+τσλ−µ−τ−= 322  

6
1  

2
1exp, rTtP           (33) 
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2. Derivative pe mai multe active suport 
 
 

Prep. univ. drd. Ciprian Necula 
 

1. Distribuţia normală bidimensională 
 
    Vectorul aleator ( )′= 21, XXX  cu medie [ ] ( )′== 21,mmmXE  şi matrice de 

varianţă-covarianţă [ ]( ) [ ]( ) 








σσρσ
σρσσ

=Ω=



 ′−− 2

221

21
2
1XEXXEXE  are o distribuţie 

normală bidimensională notată cu ( )ΩΦ ,2 m  dacă are densitatea de repartiţie dată de: 
 

                ( ) ( ) ( )






 −Ω′−−

Ωπ
= − mtmtttf 1

212 2
1exp

det2
1,   unde  ( )′= 21, ttt       (1) 

  
 Se ştie că dacă ( )ΩΦ ,~ 2 mX  atunci avem că: 
 
1) ( ) ( )222111 ,~,,~ σΦσΦ mXmX  
2) ( ) 2121

2
2

2
2

2
1

2
1

2
22112211 2  ,,~ σσρ+σ+σ=σσ+Φ+ aaaaundemamaXaXa             (2) 

 
 Dacă 021 == mm  şi 121 =σ=σ  spunem că avem o distribuţie normală 
bidimensională standard cu coeficient de corelaţie ρ , iar pentru funcţia de repartiţie a 

acestei distribuţii ( ) ( )∫ ∫
∞− ∞−

=ρ
x y

dtdtttfyxN 212122 ,:;,  există formule de aproximare (vezi 

de exemplu Hull Apendix 11C). 
 
2. Proces Wiener bidimensional 
 
 ( ) ( ) ( )( )tztztz 21 ,=  este proces Wiener bidimensional (miscare browniană 
bidimensională) cu coeficient de corelaţie ρ  dacă: 
1) ( ) ( ) 000 21 == zz  
2) Variaţia procesului între două momente de timp ( ) ( )tzTz −  este independentă de 
informaţiile acumulate pînă la monentul t  

3) ( ) ( ) ( )
( ) 
















−−ρ
−ρ−









Φ−

tTtT
tTtT

tzTz ,
0
0

~ 2  

 
 Pentru un interval scurt de timp dt  variaţia procesului are următoare 
distribuţie: 

( ) ( )
( ) 
















ρ

ρ








Φ








=

dtdt
dtdt

tdz
tdz

tdz ,
0
0

~ 2
2

1                     (3) 

  
Pentru a pune în evidenţă coeficientul de corelaţie ρ  se foloseşte notaţia 

( ) ( ) dttdztdz ρ=21 . 
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3.Proces Ito bidimensional şi lema Ito bidimensională 
 
Fie ( ) ( ) ( )( )txtxtx 21 ,=  un proces Ito bidimensional: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) dttdztdz   unde,

tdztx,tx,tbdttx,tx,tatdx
tdztx,tx,tbdttx,tx,tatdx

21
22122122

12112111 ρ=




+=
+=

 

 
şi fie o funcţie RRRG →×+

2: .  
 
Ne interesează variaţia lui ( ) ( )( )txtxtG 21 ,, . Conform lemei lui Ito 

bidimensională avem că: 
 

2
2

21
1

1

21

2

212
2

2
2
22

1

2
2

1
2

2
1

1

           

2
1

2
1

dz
x
Gbdz

x
Gb

dt
xx
Gbb

x
Gb

x
Gb

x
Ga

x
Ga

t
GdG

∂
∂

+
∂
∂

+

+







∂∂

∂
ρ+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
   (4) 

 
4. Evoluţia cursului a două active 
  

dtdzdz   unde,
dzSdtSdS

dzSdtSdS
21

222222

111111 ρ=




σ+µ=
σ+µ=

                                (5) 

Exerciţiu 
 

Ştiindu-se parametrii modelului precum şi cursul celor două active la 

momentul actual ( ) ( )tStS 21 ,  să se calculeze probabilitatea ca la momentul T  să avem 

că ( ) ( )TSTS 21 > . 

Rezolvare 

Aplicînd lema lui Ito bidimensională pentru funcţiile 1ln S  respectiv 2ln S  

obţinem că: 

   
( )

( )











σ+−






 σ
−µ=

σ+−






 σ
−µ=

22

2
2

22

11

2
1

11

2
ln

2
ln

dztTSd

dztTSd
                 (6) 

De aici rezultă că : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )











−σ+−






 σ
−µ=−

−σ+−






 σ
−µ=−

tzTztTtSTS

tzTztTtSTS

222

2
2

222

111

2
1

111

2
lnln

2
lnln
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Deci  

( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )




























−σ−σρσ
−σρσ−σ










−σ−µ−
−σ−µ−

Φ







tTtT
tTtT

tTtS
tTtS

TS
TS

m

2
221

21
2
1

2
222

2
111

2
2

1 ,
2ln
2ln

~
ln
ln

44444 344444 21

 

 
Folosind (2) avem că: 

( ) ( ) 












−σ−Φ−

µ
43421321444 3444 21
vX

tTmmTSTS ,~lnln 2121   unde 21
2
2

2
1

2 2 σρσ−σ+σ=σ  

 

Dar ( )1,0~ Φ
µ−

v
X  , deci: 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )







 µ
−−=






 µ

−>
µ−

=

>=>=>

v
N

vv
XP

XPTSTSPTSTSP

1                           

0lnln 2121

                       (7) 

 
5. Opţiuni curcubeu 
 

Opţiunile curcubeu sunt produse financiare al căror payoff la scadenţă (T) 
depinde de ( )TS1  şi ( )TS2 . Deci pot fi considerate derivative care au două active 
suport.  

Prima la momentul Tt <  al unui astfel de derivativ va depinde  ( ) ( )tStSt 21 ,, . 
Vom nota această primă cu ( )21,, SStD . 

 
5.1 Ecuaţia de evaluare a unei opţiuni curcubeu 

 
Vom considera un portofoliu format dintr-o poziţie -1 pe derivativ, 1h  pe 

primul activ suport şi  2h   pe cel de al doilea activ suport:  
 

2211 ShShD ++−=Π                                  (8) 
 
Variaţia valorii acestui portofoliu este (folosind (4) şi (5)): 
 

      2211 dShdShdDd ++−=Π  
 

( ) ( )2222221111112
2

221
1

11

21

2

21212
2

2
2
2

2
22

1

2
2

1
2
1

2
22

1
11

      

2
1

2
1

dzSdtShdzSdtShdz
S
DSdz

S
DS

dt
SS
DSS

S
DS

S
DS

S
DS

S
DS

t
D

σ+µ+σ+µ+



∂
∂

σ+
∂
∂

σ+





+








∂∂

∂
σρσ+

∂
∂

σ+
∂
∂

σ+
∂
∂

µ+
∂
∂

µ+
∂
∂

−=
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(9)                                                                          

2
1

2
1

2
2

2221
1

111

21

2

21212
2

2
2
2

2
22

1

2
2

1
2
1

2
22

1
112212111

dz
S
DhSdz

S
DhS

dt
SS
DSS

S
DS

S
DS

S
DS

S
DS

t
DShSh









∂
∂

−σ+







∂
∂

−σ+

+















∂∂

∂
σρσ+

∂
∂

σ+
∂
∂

σ+
∂
∂

µ+
∂
∂

µ+
∂
∂

−µ+µ=

 Pentru ca Π  să fie portofoliu fără risc trebuie ca  

1
1 S

Dh
∂
∂

=  şi 
2

2 S
Dh

∂
∂

=                (10) 

 
Deoarece nu există posibilităţi de arbitraj trebuie ca portofoliul fără risc Π  să 

aibă rentabilitatea egală cu rata dobînzii fără risc: 
 

                       dtrd Π=Π                    (11) 
 
Folosind (9),(10) şi (11) avem că: 
 









∂
∂

+
∂
∂

+−=







∂∂

∂
σρσ+

∂
∂

σ+
∂
∂

σ+
∂
∂

− 2
2

1
121

2

21212
2

2
2
2

2
22

1

2
2
1

2
1 S

S
DS

S
DDr

SS
DSS

S
DS

2
1

S
DS

2
1

t
D

 
De aici rezultă ecuaţia de evaluare pentru o opţiune curcubeu: 
 

       rD
SS
DSS

S
DS

S
DS

S
DrS

S
DrS

t
D

=
∂∂

∂
σρσ+

∂
∂

σ+
∂
∂

σ
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

21

2

21212
2

2
2
2

2
22

1

2
2

1
2
1

2
2

1
1 2

1
2
1     (12) 

 
Ecuaţia (12) este verificată de prima oricărei opţiuni curcubeu. Pentru a afla 

prima pentru o opţiune anume trebuie pusă şi o condiţie la scadenţă (T) şi anume: 
 

( ) optiunePayoffSSTD =21,,                                  (13) 
 
 
5.2 Tipuri opţiuni curcubeu 
 
1) Opţiunea de a schimba cele două active (Spread options) 
 

( ) ( )( )0,max 21 TSTSPayoffSpread −=                  (14) 
 
Prima acestei opţiuni la momentul Tt <  va fi: 
 

       ( ) ( ) ( )221121,, dNSdNSSStSpread −=                  (15) 
 

unde: 

               
( ) ( )

tT

tTSS
d

−σ

−
σ

+
= 2

ln
2

21

1      tTdd −σ−= 12      21
2
2

2
1

2 2 σρσ−σ+σ=σ  
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Demonstraţie1 
 
Se observă că putem scrie payoff-ul  opţiunii spread astfel: 
 

                ( ) ( ) ( )
21

,
2

0,1
21

max20,
21

max SSTHSSSSSS =−=−   unde  ( ) ( )0,1max:, −= xxTH  

 
Datorită formei payoff-ului vom căuta o soluţie a ecuaţiei  de evaluare (12) de forma:  
 

                                                            ( ) ( )
21

,
22

,
1

, SStHSSStD =  

 

Făcînd schimbarea de variabilă 
21
SSx = , vom căuta să obţinem o ecuaţie diferenţială cu derivate parţiale 

pentru ( )xtH ,  (care să semene cu ecuaţia Black-Scholes a cărei soluţie o ştim) . Avem că: 
 

    
2x

H2

2
2

S

1
S

2
S

1
S

D2
;

2x

H2

3
2

S

2
1

S

2
2

S

D2
;

2x

H2

2
S

1

2
1

S

D2
;

x

H

2
S

1
S

H
2

S

D
;

x

H

1
S

D
;

t

H
2

S
t

D

∂

∂
−=

∂∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
−=

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
 

 
Inlocuind in ecuaţia (12) derivatele parţiale de mai sus şi folosind schimbarea de variabilă obţinem următoarea ecuaţie 

diferenţială cu derivate parţiale pentru ( )xtH , : 

0
2

222
2

1
=

∂

∂
σ+

∂

∂

x

H
x

t

H
 

 cu condiţia pe frontireră ( ) ( )0,1max:, −= xxTH . 
 Se observă aceasta este ecuaţia Black-Scholes pentru call in care 1,0 == Kr  . Deci 
 

                                                                                       ( ) ( ) ( )
21

:, dNdxNxtH −=  

 Dar ( ) ( )
21

,
22

,
1

, SStHSSStSpread =   şi se obţine (15) 

 
 

2) Opţiunea de a „livra” activul mai scump  
 

    ( ) ( )( )TSTSPayoffOptmax 21 ,max=  
( ) ( ) ( )( ) ( ) SpreadPayoffTSTSTSTS +=−+= 2212 0,max       (16) 

 
Folosind un argument de arbitraj avem că prima acestei opţiuni la momentul 

Tt <  va fi: 
            ( ) ( ) ( )21221 ,,,, SStSpreadtSSStOptmax +=                      (17) 
 

 
3) Opţiunea de a „livra” activul mai ieftin  
 
    ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0,min,min 12121 TSTSTSTSTSPayoffOptmin −+==  

( ) ( ) ( )( ) ( ) SpreadPayoffTSTSTSTS −=−−= 1211 0,max       (18) 
 

Folosind un argument de arbitraj avem că prima acestei opţiuni la momentul 
Tt <  va fi: 

            ( ) ( ) ( )21121 ,,,, SStSpreadtSSStOptmin −=                      (19) 
 
                                                 
1 Textul scris cu litere mici nu este obligatoriu pentru examen 
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4) Opţiunea de a „livra” activul mai scump sau o sumă de bani  
 

( ) ( )( )KTSTSPayoffOptmaxcash ,,max 21=                          (20) 
 

Prima acestei opţiuni este dată de: 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( )ρ−σ+−−σ+−

−−
+

+ρδ−−δ+ρδ−−δ=

;
22,

12                                         

2
;

2
,

22221
;

1
,

12112
,

1
,

1 tTdtTdN
tTr

Ke

dNNSdNNSSStOptmaxcash

 

 unde 
 

                 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

212
2
2

2
1

2
                 ,21

2
                 ,12

1

2

2

1ln

2
                                  ,2

2

1ln

1

2

2

2ln

2
                                   ,2

2

1
1ln

1

 

22

2

σρσ−σ+σ=σ
σ

σ−ρσ
=ρ

σ

σ−ρσ
=ρ

−σ

−
σ

+

=δ
−σ

−
σ

+

=δ

−σ

−
σ

+

=
−σ

−
σ

+

=

tT

tTSS

tT

tTSS

tT

tTKS

d
tT

tTKS

d

 

 
 
 
5) Opţiuni call şi put pe maximul a două active  
 

( ) ( )( )( )0,,maxmax 21max
KTSTSPayoffc −=  

( ) ( )( )( )0,,maxmax 21max
TSTSKPayoff p −=                     (21) 

 
  
 Exerciţiu 

Să se arate că există următoarele relaţii de paritate: 
1) ( ) ( ) ( )tTrKeSStOptmaxcashSStc −−−= 2121max ,,,,  
2) ( ) ( ) ( ) ( )2121max21max ,,,,,, SStOptmaxSStpKeSStc tTr +=+ −−                   (22) 
 
 

 
6) Opţiuni call şi put pe maximul a două active  
 

( ) ( )( )( )0,,minmax 21min
KTSTSPayoffc −=  

( ) ( )( )( )0,,minmax 21min
TSTSKPayoff p −=                     (24) 

 
  
 Exerciţiu 

Să se arate că există următoarele relaţii de paritate: 
1) ( ) ( ) ( ) ( )K,S,tcK,S,tcS,S,tcS,S,tc 2esBlackSchol1esBlackSchol21min21max +=+  
2) ( ) ( ) ( ) ( )2121min21min ,,,,,, SStOptminSStpKeSStc tTr +=+ −−                   (25) 
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5. Quanto 
 
Quanto-urile sunt derivative tranzacţionate într-o ţara (de exemplu SUA) pe un 

activ suport tranzacţionat într-o altă ţară (de exemplu indicele Nikkei din Japonia). 
Fiind tranzacţionat în SUA payoff-ul unui quanto este exprimat în USD. 

Vom nota cu: 
S  - cursul indicelui Nikkei exprimat în JPY 
Q  - cursul valutar USD/JPY (1 JPY = Q USD) 
r  - rata dobînzii în SUA 

fr  - rata dobînzii în Japonia 
 
Prima la momentul Tt <  al unui astfel de derivativ va depinde  ( ) ( )tQ,tS,t . 

Vom nota această primă cu ( )Q,S,tD . 
 
Variaţia în timp a celor doi factori de influenţă este: 
 

   ( ) dtdzdz unde,
QdzQdtrdQ

SdzSdtdS
QS

QQfQ

SSS ρ=




σ+−µ=
σ+µ=

           (26) 

 
 
5.1 Ecuaţia de evaluare a unui quanto 
 
Vom considera un portofoliu format dintr-o poziţie -1 pe derivativ, Qh  yeni şi  

Sh   unităţi din indicele Nikkei. Valoarea portofoliului (exprimată în USD) este:  
 

SQhQhD SQ ++−=Π                                  (27) 
 

Variaţia valorii acestui portofoliu este (folosind (4) şi (26)): 
 

        ( )
43421

in USD   exprimata
 yeni la dobinda 

fQSQ QdtrhSQdhdQhdDd +++−=Π  

 

( )

( )( )
( )[ ]QQSSQSfQSS

fQQQfQQQQSS

2

QS2

2
22

Q2

2
22

SfQS

SQdzSQdzSQdtrh      

QdtrhQdzQdtrhdz
Q
DQdz

S
DS      

dt
QS

DSQ
Q
DQ

2
1

S
DS

2
1

Q
DQr

S
DS

t
D

σ+σ+σρσ+−µ+µ+

+σ+−µ+



∂
∂

σ+
∂
∂

σ+






+











∂∂
∂

σρσ+
∂
∂

σ+
∂
∂

σ+
∂
∂

−µ+
∂
∂

µ+
∂
∂

−=

  
( )[

( ) dt
QS

DSQ
Q
DQ

2
1

S
DS

2
1

Q
DQr

S
DS

t
D     

SQrhQh
2

QS2

2
22

Q2

2
22

SfQS

QSfQSSQQ

















∂∂
∂

σρσ+
∂
∂

σ+
∂
∂

σ+
∂
∂

−µ+
∂
∂

µ+
∂
∂

−

−σρσ+−µ+µ+µ=
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QSQQSSS dz
Q
DShhQdz

S
DQhS     








∂
∂

−+σ+







∂
∂

−σ+                (28) 

 
Pentru ca Π  să fie portofoliu fără risc trebuie ca  

                                         
S
D

Q
1hS ∂
∂

=  şi 
S
D

Q
S

Q
DhQ ∂

∂
−

∂
∂

=                    (29) 

 
Deoarece nu există posibilităţi de arbitraj trebuie ca portofoliul fără risc Π  să 

aibă rentabilitatea egală cu rata dobînzii fără risc: 
 

     dtrd Π=Π                                       (30) 
 
Folosind (28),(29) şi (30) avem că: 
 

( )









∂
∂

+−=

=










∂∂
∂

σρσ+
∂
∂

σ+
∂
∂

σ+
∂
∂

−
∂
∂

σρσ−+
∂
∂

−

Q
DQDr                                                                                   

QS
DSQ

Q
DQ

2
1

S
DS

2
1

Q
DQr

S
DSr

t
D 2

QS2

2
22

Q2

2
22

SfQSf

  
De aici rezultă ecuaţia de evaluare pentru un quanto: 
 

            ( ) ( )   rD
QS

DSQ
Q
DQ

2
1

S
DS

2
1

Q
DQrr

S
DSr

t
D 2

QS2

2
22

Q2

2
22

SfQSf =
∂∂

∂
σρσ+

∂
∂

σ+
∂
∂

σ+
∂
∂

−+
∂
∂

σρσ−+
∂
∂ (31) 

 
Ecuaţia (31) este verificată de prima oricărui quanto. Pentru a afla prima 

pentru o opţiune anume trebuie pusă şi o condiţie la scadenţă (T): 
 

( ) optiunePayoffQ,S,TD =                                  (32) 
 
5.2 Tipuri de quanto 
 
1) Opţiuni quanto cu pretul de exerciţiu (K) fixat în JPY 
 
Payoff-ul în SUA va fi: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0,KTSmaxTQ0,TKQTQTSmaxPayoffQuantocall −=−=  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0,TSKmaxTQ0,TQTSTKQmaxPayoffQuantoput −=−=          (33) 

 
Prima opţiunii call la momentul Tt <  va fi: 
 

       ( ) ( ) ( ) ( )( )2
tTr

1 dNKedSNQQ,S,tQuantocall f −−−=                  (34) 
unde: 

                            
( ) ( )

tT

tT
2

rKSln
d

S

2
S

f

1 −σ

−






 σ
++

=      tTdd S12 −σ−=       
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Deci în cazul în care preţul de exerciţiu este fixat în JPY (şi deci este variabil 
în USD) prima call pe piaţa americană va fi egală cu prima call de pe piaţa japoneză 
(rata dobînzii din Japonia este fr ) transformată în USD. 

 
Demonstraţie 
 
Se observă că putem scrie payoff-ul  opţiunii call astfel: 
 

                       ( ) ( )S,TQH0,KSmaxQ =−   unde  ( ) ( )0,KSmax:S,TH −=  
 
Datorită formei payoff-ului vom căuta o soluţie a ecuaţiei  de evaluare (31) de forma:  
 

                                                                           ( ) ( )S,tQHQ,S,tD =  
 

Vom căuta să obţinem o ecuaţie diferenţială cu derivate parţiale pentru ( )S,tH . Avem că: 
 

                             
S

H

QS

D2
;0

2Q

D2
;

2S

H2
Q

2S

D2
;H

Q

D
;

S

H
Q

S

D
;

t

H
Q

t

D

∂

∂
=

∂∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
 

 
Inlocuind in ecuaţia (31) derivatele parţiale de mai sus obţinem următoarea ecuaţie diferenţială cu derivate parţiale 

pentru ( )S,tH : 

H
f

r
2x

H22
S

2
2

1

S

H
S

f
r

t

H
S

=
∂

∂
σ+

∂

∂
+

∂

∂
 

 cu condiţia pe frontireră ( ) ( )0,KSmax:S,TH −= . 
Dar această ecuaţie este chiar ecuaţia Black-Scholes pentru un call pe indicele Nikkei  evaluat pe piată japoneză (rata 

dobînzii din Japonia fiind fr ) 

 
Exerciţiu 
 
Să se deducă o relaţie de paritate între opţiunile quanto de tip cll şi de tip put 

cu preţul de exerciţiu fixat în JPY. 
 
 
2) Opţiuni quanto cu pretul de exerciţiu (K) fixat în USD 
 
Payoff-ul în SUA va fi: 

( ) ( )( )0,KTQTSmaxPayoffQuantocall −=  
( ) ( )( )0,TQTSKmaxPayoffQuantoput −=          (35) 

 
 
Prima opţiunii call la momentul Tt <  va fi: 
 

       ( ) ( ) ( ) ( )2
tTr

1 dNKedSQNQ,S,tQuantocall −−−=                  (36) 
 

unde: 
 

     
( ) ( )

tT

tT
2

rKSQln
d

2

1
−σ

−






 σ
++

=      tTdd 12 −σ−=      QS
2
Q

2
S

2 2 σρσ+σ+σ=σ  
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Demonstraţie 
 
Se observă că putem scrie payoff-ul  opţiunii call astfel: 
 

                       ( ) ( )SQ,TH0,KSQmax =−   unde  ( ) ( )0,Kxmax:x,TH −=  
 
Datorită formei payoff-ului vom căuta o soluţie a ecuaţiei  de evaluare (31) de forma:  
 

                                                                           ( ) ( )SQ,tHQ,S,tD =  
 
Facem schimbarea de variabilă SQx = . Vom căuta să obţinem o ecuaţie diferenţială cu derivate parţiale pentru. 

Avem că: 
 

                                                              

x

H

2x

H2
SQ

QS

D2
;

2x

H22
S

2Q

D2
;

2x

H22
Q

2S

D2
;

x

H
S

Q

D
;

x

H
Q

S

D
;

t

H

t

D

∂

∂
+

∂

∂
=

∂∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
 

 
Inlocuind in ecuaţia (31) derivatele parţiale de mai sus şi folosind schimbarea de variabilă obţinem următoarea ecuaţie 

diferenţială cu derivate parţiale pentru ( )x,tH : 

H r
2x

H22
x

2
2

1

x

H
x r

t

H
=

∂

∂
σ+

∂

∂
+

∂

∂
 

 cu condiţia pe frontireră ( ) ( )0,Kxmax:x,TH −= . 
Deci 

( ) ( ) ( ) ( )
2

dN
tTr

Ke
1

dxNx,tH
−−

−=  

 
 

Exerciţiu 
 
Să se deducă o relaţie de paritate între opţiunile quanto de tip call şi de tip put 

cu preţul de exerciţiu fixat în USD. 

 


