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1. Obligatiuni zero-cupon - cazul stocastic

Prof. univ. dr. Moisa Altar

In prezent, derivativele pe rata dobinzii joaca un rol extrem de important pe
piata internationald de capital. Pentru exemplificare mentionam faptul ca, conform
statisticilor BIS, din totalul de 142 mii de miliarde dolari cit a reprezentat volumul
tranzactiilor cu derivative In luna decembrie 2002 pe piata OTC, peste 101 mii de
miliarde dolari (circa 71%) au fost derivative pe rata dobinzii (pe obligatiuni).

Tinind seama de importanta problematicii, in continuare se prezinta citeva
elemente privind obligatiunile zero-cupon. Aceasta va permite identificarea
mecanismului de evaluare a acestor instrumente, precum §i 0 mai buna intelegere a

notiunii de structura temporala a ratei dobinzii (,,term structure of interest rate”).

Vom utiliza urmétoarele notatii:

P(z,T ) - pretul la momentul ¢ al unei obligatiuni zero — cupon care are
scadenta la momentul T

R(t,T) - rentabilitatea la scadentd calculatdi in momentul ¢ pentru o
obligatiune zero-cupon cu scadentd 7' (,.the yield to maturity”)

f (t,T ) - rata forward instantanee Tn momentul ¢ pentru o obligatiune zero-

cupon cu scadenta 7.

Avem urmatoarele formule de calcul pentru rentabilitatea la scadenta si rata

forward instantanee:

P(t,T)= ¢ "IN (1)
de unde rezulta:
InP(¢,T)
R(t,T)=- 2
(.1)=-—= (2)

Pentru rata forward avem ca:

pl)=e- [ sk o



de unde:

T

InP(t,T)=—[ f(¢,5)ds 4)

t

Notind cu H primitiva lui f°, putem scrie:

InP(t.7)=~H(t.s)| =~(H(.T)-H(e.r)) (5)

Derivind ambii termeni obtinem:

oP(t,T)

_or __

pry =7 (6)
sau:

oP(t,T)
1(1)=- P(atTT) (7

Din formulele (2) si (7) rezulta ca:

R(t,T)=- 1“; (_”tT ). Tl_j flsMs — (8)

Formula (8) aratd ca rentabilitatea la scadentd este, in fapt, media ratelor
forward pe tot intervalul [¢,7].

In continuare vom presupune ca pretul obligatiunii depinde de rata instantanee
a dobinzii, r(¢), respectiv

P=P(t,T,r) )

In ceea ce priveste rata instantanee a dobinzii, ea este un proces stocastic

despre care vom presupune ca este descris de urmatoarea ecuatie de tip Ito:

dr = alt,r)dt +b(t,r)dz (10)



Aplicind lema lui Ito obtinem:

2
dp = (a_Pm(z,r)a—P+lbz(t,r)a de”b(%T)a—sz (1
ot 2 or

or ?
sau:
2
dP = a—P+lb2(t,r)a—f dt+ 2L ar (12)
o 2 or or

Pentru usurinta scrierii vom introduce urmatoarea notatie:

o 1, 0’
V=—+=blt,r)— 13
TAELA (13)
Cu aceasta notatie formula (12) se scrie:
dP:VPdt+Z—Pdr (14)
r

Vom aminti ca notatia VP se citeste: operatorul (functia) V aplicat lui P.

Notatia este asemanatoare cu cea din cazul functiilor obisnuite f (x) numai ca nu a

mai fost pusa paranteza.

Pentru deducerea ecuatiei fundamentale de dinamica a pretului, vom forma un

portofoliu de doud obligatiuni cu scadente diferite.

Vom nota:
P =P.T,r)
P, = P(.T,,7) (15)
Portofoliul este:
Il=PR-hP, (16)
unde / este raportul de hedging.
Conform ecuatiei (14) avem:
oP, oP
dIT=(VP,—h VP, Jdt +| ——h—=% (dr 17
(VP ~h VP, )d ( ~h j (17)



Pentru a elimina factorul de risc, vom lua:

he OB, /OP, (18)
8r 8r

Tinind seama ca portofoliul a devenit un portofoliu fara risc avem:

dIl = (VP [ap/aaP)Vdet:r(E—th)dt (19)

or r

In egalitatea de mai sus, grupind termenii ce se referda la P, respectiv P,

obtinem:
VR-rB VP -rP 0
R TR e
or or
Se observa ca raportul
VP -rP )1
—p 21
or
este constant in raport cu 7', respectiv nu depinde de 7.
Vom nota:
VP —-rpP ( ) -
T =cl\t,r ( )
or

Introducem substitutia:

—

X(t,r) _ c(t,r)(+a t,r)

b(z,r)

(23)

respectiv:

c(t,r)=Me, 7 )b(t,r)—alz,r) (24)

Formula (22) devine:

W’a;])”’ 0, (e, r)—altr)  (25)

or

de unde:

P 1) P 1y P
5 +[a(t,r) X(t,r)b(t,r)] o + 2b (t,7r) 57 rP - (26)




Relatia (25) reprezinta formula fundamentala privind dinamica pretului unei
obligatiuni zero-cupon. Ea este analoagd cu ecuatia Merton-Black-Scholes, dar

contine in plus factorul A, numit pretul de piata al riscului.

In literatura de specialitate au fost propuse un numar important de modele de
evaluare a obligatiunilor. Ele difera in special prin modul in care este definita ecuatia
de dinamicd a ratei instantanee a dobinzii. In continuare prezentam trai astfel de
modele, pentru care se precizeazi modul in care evolueazi r(z):

a) Modelul Vasicek (1976)

dr = a(b—r)dt + odz (26)

b) Modelul Cox Ingersol Ross (CIR) (1985)

dr = a(b —r)dt + ordz 27)
¢) Modelul Merton (1973)
dr = ndt + odz (28)

Pentru toate aceste modele, ecuatia pretului obligatiunii zero-cupon este de

forma:
P, T)= e ) (29)
unde =T —t¢
Avem:

A(0)=0, B(0)=0 (30)
Mentionam cd in cazul modelului lui Merton, care este cel mai simplu, avem:

B(t)=1 (31

Alt)= —l(u—ck)rz +lc52 v (32)
2 6
Deci ecuatia pretului unei obligatiuni zero-cupon in acest caz este:

P(t,T)= exp{— I”C—% (u—on)7? +éc52 1:3} (33)



2. Derivative pe mai multe active suport

Prep. univ. drd. Ciprian Necula

1. Distributia normala bidimensionala

Vectorul aleator X = (X, X, )’ cu medie E[X]|=m = (m,m, )’ si matrice de

2
O, pG,0,

variantd-covariantd E[(X - E[X])(X - E[X])IJ =Q= [ J are o distributie

PG,0G, G,

normald bidimensionald notati cu @, (m,Q) daci are densitatea de repartitie dati de:

!

fz(tl,tz)z mexp{—l(t—m) Q_l(t—m)} unde ¢ = (ll,lz)l (1)

2
Se stie ci dacd X ~ ®,(m,Q) atunci avem ca:

X, ~ (D(m1761)’X2 ~ q)(mzacz)

2) a X, +a,X, ~ CI)(arlm1 +a,m,,c)unde 6° = a’G} +aics +2pa,a,,0, 2)

Daca m =m,=0 si o,=0,=1 spunem cd avem o distributie normala

bidimensionald standard cu coeficient de corelatie p, iar pentru functia de repartitie a
x Yy

acestei distributii N, (x,y;p):= J. I £,(t,,t,)dt,dt, exista formule de aproximare (vezi

de exemplu Hull Apendix 11C).

2. Proces Wiener bidimensional

z(t)=(z,(¢),z,(¢)) este proces Wiener bidimensional (miscare browniani
bidimensionald) cu coeficient de corelatie p daca:

1 ,(0)=2,(0)=0
2) Variatia procesului intre doud momente de timp z(T )—z(t) este independenta de
informatiile acumulate pina la monentul ¢

3) Z<T)-Z<t)~q>2[(gj{pé—_rt) p(TT__f)B

Pentru un interval scurt de timp df variatia procesului are urmatoare

distributie:
sl %)) @

Pentru a pune in evidentd coeficientul de corelatie p se foloseste notatia
dz,(t)dz,(t) = pdt .



3.Proces Ito bidimensional si lema Ito bidimensionala

Fie x(¢)=(x,(¢).x,(¢)) un proces Ito bidimensional:

dx, (t)=a,(t,x,(t),x, (t))dt + b, (t, x, (t).x, (t))dz, (t) )
{dxz(t)= a, (t,x, (t),x, (t))dt+ b, (t,x, (t),x, (t))dz, () unde dz, (t)dz,(t)=pdt

si fie o functie G: R, xR> > R.

Ne intereseazi variatia lui G(f,x,(¢)x,(¢)). Conform lemei Iui Ito
bidimensionalad avem ca:

2 2 2
dG = %+a1%+a2%+l 126 (Z;ﬁtlbjgﬁtpblbzﬂ dt +
ox, ox, 2 Ox; 2 ° 0x; 0Ox,0x, @)
59 4 5,99,
Oox, ox,

4. Evolutia cursului a doua active

dS, = S,dt +5,5,d
{ P TRSETOREE T de dz,dz, = pdt )

dsS, =p,S,dt+0,S,dz,

Exercitiu

Stiindu-se parametrii modelului precum si cursul celor doud active la
momentul actual S, (t), S,(¢) si se calculeze probabilitatea ca la momentul 7' si avem
ca S,(7)> S,(T).

Rezolvare

Aplicind lema lui Ito bidimensionald pentru functiile InS, respectiv InS,

obtinem ca:
GZ
dnS, = (ul _TIJ(T ~t)+0,dz,
2 (©6)
c
dInS, = (Hz —72](T ~t)+0,dz,
De aici rezultd ca :

(7)) 1, - 7 -0)+ 12 1)-20)
105,0)-108,0)= 1, |7 1)+0,(5 1))



Deci

(130 (S0 -alr ) i) wmelr)

m

Folosind (2) avem ca:

InS,(7)-1nS,(T)~ d{m1 mz,G\/TtJ unde o’ =0} +0;—2po,0,

X

u v

X—p
N

Dar

~®(0,1) , deci:

P(S,(T)> S,(T))= P(InS,(T)> nS,(T)) = P(X > 0)

_ p[ﬂ>_ﬂj:1_ N(_Ej (@)
\% \% \%

5. Optiuni curcubeu

Optiunile curcubeu sunt produse financiare al caror payoff la scadentd (T)

depinde de S,(T') si S,(T'). Deci pot fi considerate derivative care au doud active

Prima la momentul # <7 al unui astfel de derivativ va depinde ¢,S,(¢),S, (7).

Vom nota aceasta primi cu D(z,S,,S, ).

5.1 Ecuatia de evaluare a unei optiuni curcubeu

Vom considera un portofoliu format dintr-o pozitie -1 pe derivativ, 4 pe

primul activ suport si 4, pe cel de al doilea activ suport:

MM=-D+hS, +h,S, (8)

Variatia valorii acestui portofoliu este (folosind (4) si (5)):

dT = —dD + hdS, + h,dS,

2 2
=— a—D+ulSla—D+},tzSZ 8D 1 2S2812) 1 2526 +pc,6,5,S, ——— oD dt+
ot oS, oS, 2 oAy 2 0S; 8S16S2

16,5, (%Ddz, 16,8, (%Ddg} (0,8 dt +,S,d2, )+ hy (1,S,dt +,8,d7, )

1 2



oD oD oD 1 o’D 1 0’D 0*D
= [hﬂvhSl +hy 1, S, _(E +u,S, 8_5'1 +1,5, 8_5'2 "'5012512 8_512 + 502522 8_S22 —2 dt +

oD oD
+61S1(h1 —ngZl +02S2(h2 —EJGIZZ (9)

1 2

Pentru ca IT s fie portofoliu fara risc trebuie ca

h=2 sin, =L (10)
as, a5,

aiba rentabilitatea egald cu rata dobinzii fara risc:
dIl = rIdt (11)

Folosind (9),(10) si (11) avem ca:

2 2 2
- a—D+lcfoa—?+lc§s§a—?+pclczslsza—D =T —D+6—Dsl+a—Ds2
ot 2 oSy 2 os? 8,08, oS, = a8,

De aici rezulta ecuatia de evaluare pentru o optiune curcubeu:

2 2 2
a_D+rS16_D+rS26_chlelza ? lciszza_? a—D_
ot as, as, 2 as? 2 a5

Ecuatia (12) este verificatd de prima oricarei optiuni curcubeu. Pentru a afla
prima pentru o optiune anume trebuie pusa si o conditie la scadenta (T) si anume:

D(T’SI’SZ): Payomptiune (13)

5.2 Tipuri optiuni curcubeu

1) Optiunea de a schimba cele doua active (Spread options)

PayoffSpread = maX(Sl (T)_ S2 (T)’O) (14)
Prima acestei optiuni la momentul ¢ < T va fi:
Spread(t,S,,S,) = S,N(d,)-S,N(d,) (15)
02
ln(Sl/S2)+7(T—t)

d, = T d,=d —oNT -t ¢’ =0} +05-2pG,0,

10



Demonstratie'

Se observa ca putem scrie payoff-ul optiunii spread astfel:
max(S -s ,0): S, max(S /s 71,0): s H(T,S /s ) unde A(T,x) = max(x-1,0)
1 2 1/ 2 2 1/ 2
Datorita formei payoff-ului vom cauta o solutie a ecuatiei de evaluare (12) de forma:
D(t,S .S ): s H(t,S /S )
12 2 1/ 2
Facind schimbarea de variabila x = S1 / S2 , vom cauta sd obtinem o ecuatie diferentiala cu derivate partiale

pentru H (t, x) (care sa semene cu ecuatia Black-Scholes a cdrei solutie o stim) . Avem ca:

2
o oo amo S’ 1D 5 Pn o

i O e T OOl O Wt

ot 2 ot 6S1 0x 6S2 S2 0x 8512 S2 ox2 685 S23 ox2 aslasz S22 ox2

Inlocuind in ecuatia (12) derivatele partiale de mai sus si folosind schimbarea de variabild obtinem urmatoarea ecuatie
diferentiala cu derivate partiale pentru A (t, x):

oH 1 2 20%H
—+—0cx —=0
o 2 ax2

cu conditia pe frontirerd H(T, x) = max(x - 1,0) .

Se observa aceasta este ecuatia Black-Scholes pentru call in care » = 0, K =1 . Deci

) -l ) (o)

Dar Spread(t,S .S ): s H(t,S /S ) si se obtine (15)
1772/ 7 2,702 2

2) Optiunea de a ,.livra” activul mai scump

Payoff pume. = max(8,(T),S,(7))
= Sz(T)+ maX(Sl (T)_Sz(T)aO) = SZ(T)+Pay0.ffSpread (16)

Folosind un argument de arbitraj avem ca prima acestei optiuni la momentul

t<T vafi:
Optmax(t,S,,S,)=S,(t)+ Spread(t,S,,S,) (17)

3) Optiunea de a .. livra” activul mai ieftin

Payoff oy, =min($,(T).5,(T))=5,()+
= 5,(T")-max(8,(T)- 5,(T.0

min(S,(7')-,(T),0)
)=S,(T)-Payoffs,... (18)

Folosind un argument de arbitraj avem ca prima acestei optiuni la momentul
t<T vafi:

Optmin(t,S,,S,) = S,(t)- Spread(t,S,,S,) (19)

! Textul scris cu litere mici nu este obligatoriu pentru examen

11



4) Optiunea de a ,,livra” activul mai scump sau o suma de bani

Payoff gpmuscan = max(8,(T).5,(T). K) (20)

Prima acestei optiuni este data de:

Optmaxcash(t,S,S ):S |_N(5) N ( d o ;p )J+S |_N(6 )*N ( d_,0_;p )J
12 1 1 1 2 2 2772’2
-r\T -t
+ Ke r( )NZ(—d1+61\)T—t,—d2 +62\/T—t;p)

unde
2 2
(e} (e}
(s, /K )+ (r-1) (s, /k)+—2(r-1)
d = 2 , d = 2
1 VT —t 2 oVT -t
2 2
(s, /s,)+ 7 (7 1) (s, /5)+ 7 (7-1)
_ 2 _ 2
T~ g ATt
pc_—o pc —-0C 5 By )
p = p = 6 =0 +0y —2po(0,)
1 [} 2 (e}

5) Optiuni call si put pe maximul a douad active

Payoff,  =max(max(s,(T).S,(T))-K.0)
Payoff, =max(K —max(S,(T),5,(T))0) 21)

Exercitiu
Sa se arate ca exista urmatoarele relatii de paritate:

1) Cmax (t’ Sl > S2 ) = OptmaxcaSh(t’ Sl ) S2 )_ Keir(Tit)
2) ¢, (1,8,8,)+Ke" ) = p_(£,5,,8,)+Optmax(t,S,,S,) 22)

6) Optiuni call si put pe maximul a doua active

Payoff, = X(min(S( ), SZ(T))—K,O)
Payoff, =max(K —min(S,(T),5,(T)),0) (24)

Exercitiu
Sa se arate ca existda urmatoarele relatii de paritate:

1) Cmax (t’SI’SZ) mm (t SI’S ) CBlackScholes (t’SI’K)+ CBlackScholes (t’SZ’K)
2) ¢ (t.5,,8,)+ Ke "™ = p_(1,5,,8,)+ Optmin(t,S,,S,) (25)

12



5. Quanto

Quanto-urile sunt derivative tranzactionate intr-o tara (de exemplu SUA) pe un
activ suport tranzactionat intr-o altd tard (de exemplu indicele Nikkei din Japonia).
Fiind tranzactionat in SUA payoff-ul unui quanto este exprimat in USD.

Vom nota cu:

S - cursul indicelui Nikkei exprimat in JPY

Q - cursul valutar USD/JPY (1 JPY = Q USD)
r - rata dobinzii in SUA

r; - rata dobinzii in Japonia

Prima la momentul 7 <7 al unui astfel de derivativ va depinde t,S(t),Q(t).
Vom nota aceasta prima cu D(t,S,Q).

Variatia in timp a celor doi factori de influenta este:

dS =pSdt + 6.Sdz
{ s 320 ,unde dzdz,, = pdt (26)

dQ = (pQ —1; )th +06,Qdz,

5.1 Ecuatia de evaluare a unui quanto

Vom considera un portofoliu format dintr-o pozitie -1 pe derivativ, h,, yeni si

h¢ unitati din indicele Nikkei. Valoarea portofoliului (exprimata in USD) este:
[M=-D+h,Q+h¢SQ 27

Variatia valorii acestui portofoliu este (folosind (4) si (26)):

dIT=-dD+h,dQ+hd(SQ)+ h,r,Qdt

H—/
dobinda la yeni
exprimata in USD

S —+
ﬁt + U s (HQ

2
8D 1 éSz o 12) QQ +p0s6,5Q oD dt+
8Q 2 08?2 Q 0SoQ

+0o Saa[; +6,Q QdZQ:|+h ((uQ —1; )th+GQQdZQ)+h r; Qdt
+hg [(us +Ho —I; +POsO, )Sth +0645Qdz, + GQSQdZQ]

= [hQ“QQ+hs(“s THq —I; POsOq bQ_

oD D 1 22aD 1 , ,0D 0’D
| = +psS — +— ~—+ SQ—— |[dt
{6‘[ Hs a S TS )QaQ 255 57 12000 502 TP 054

13



+GSS( Q- deS+GQQ{h +hS— gg]dZQ

Pentru ca IT sa fie portofoliu fara risc trebuie ca

ho LD G, D SaD

Q 4S 6Q QS

eqe oy

aiba rentabilitatea egald cu rata dobinzii fari risc:
dll = rIldt

Folosind (28),(29) si (30) avem ca:

oD oD 1 ,,.0°D 1
- LI
(& +(r —posoe B 2 oS ‘QaQ 295 a5t T2 5’ 2

(28)

(29)

(30)

Q

+p0s6,5Q

( e QJ

De aici rezulta ecuatia de evaluare pentru un quanto:

oD oD,
_J’_ — [
ot (t:—posoo B o8 Q2% a8 2 %aQ

2 2

oQ*

+ poy GQSQ

2

S6Q

Ecuatia (31) este verificatd de prima oricarui quanto. Pentru a afla prima

pentru o optiune anume trebuie pusa si o conditie la scadenta (T):

D(T,S,Q) = PayofT,

optiune

5.2 Tipuri de quanto

1) Optiuni quanto cu pretul de exercitiu (K) fixat in JPY

Payoft-ul in SUA va fi:
PaYOfouantocall maX(S(T)Q(T) - KQ(T)’O)

(32)

Q(T)max(S(T)-K.,0)

PayOffy, e = max(KQ(T)-S(T)Q(T)0)=Q(T)max(K ~S(T)0)  (33)

Prima optiunii call la momentul ¢ < T va fi:

Quantocall(t,S,Q)= Q(SN(d1 )-Ke™™IN(d, ))

unde:
2

In(S/K )+ (rf + 625](T —t) d

d =
1 GS\/T—t

(34)

,=d, —oVT—t

14
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Deci in cazul in care pretul de exercitiu este fixat In JPY (si deci este variabil
in USD) prima call pe piata americand va fi egald cu prima call de pe piata japoneza
(rata dobinzii din Japonia este r, ) transformata in USD.

Demonstratie

Se observa ca putem scrie payoff-ul optiunii call astfel:
Q max(S - K,O) = QH(T,S) unde H(T,S) = max(S - K,O)
Datorita formei payoff-ului vom cauta o solutie a ecuatiei de evaluare (31) de forma:

D(t,S,Q) = QH(BS)

Vom cauta sa obtinem o ecuatie diferentiald cu derivate partiale pentru H(t, S) . Avem ci:

D oH oD oH D #*D oM oD oD aH

> >

at a’es TasTeQ a2 os2 ’an 886Q 8

Inlocuind in ecuatia (31) derivatele partiale de mai sus obtinem urmatoarea ecuatie diferentiald cu derivate partiale

pentru H(t, S) :
—+rS—+—0 S ——=rH
cu conditia pe frontirerd H(T, S) = max(S - K,O) .
Dar aceasta ecuatie este chiar ecuatia Black-Scholes pentru un call pe indicele Nikkei evaluat pe piatd japoneza (rata
dobinzii din Japonia fiind ¢ )

Exercitiu

Sa se deduca o relatie de paritate intre optiunile quanto de tip cll si de tip put
cu pretul de exercitiu fixat in JPY.

2) Optiuni quanto cu pretul de exercitiu (K) fixat in USD

Payoff-ul in SUA va fi:
PayOfouantocall = maX(S(T)Q(T) - K’O)

PayOfouantoput = maX(K - S(T)Q(T )’O) (35)

Prima optiunii call la momentul ¢ < T va fi:
Quantocall(t,S,Q) = SQN(d, )-Ke"™N(d, ) (36)

unde:

2

In(SQ/K)+| r+ % (T-t)

d, = T d,=d,—ovT-t GZ=G§+Gé+2pGSGQ

15



Demonstratie
Se observa ca putem scrie payoff-ul optiunii call astfel:
max(SQ - K,O) = H(T, SQ) unde H(T, x) = max(x - K,O)

Datorita formei payoff-ului vom céuta o solutie a ecuatiei de evaluare (31) de forma:

D(t,S,Q) = H(t,SQ)

Facem schimbarea de variabila x = SQ . Vom cauta si obtinem o ecuatie diferentiala cu derivate partiale pentru.
Avem ci:

D _oH D _ oM D oM’ 20%M D 20%H oD o°H  oH

— _—

ox2 05Q o2 Ox

o ales ToaxaQ  ax g2 axz’an

Inlocuind in ecuatia (31) derivatele partiale de mai sus si folosind schimbarea de variabild obtinem urmatoarea ecuatie

diferentiala cu derivate partiale pentru H(t, x) :

oH H 1 2 20%H

—+rX——+—0 X =rH
ox2
cu conditia pe frontirerd H(T, x) = max(x - K,O) .
Deci
H(tx) = xN(dl)— Ke f(r- t)N(dz)
Exercitiu

Sa se deduca o relatie de paritate Intre optiunile quanto de tip call si de tip put
cu pretul de exercitiu fixat in USD.
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