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TEORIA PORTOFOLIULUI

Capitolul | - Portofolii eficiente. Frontiera
Markowitz.

Prof. univ. dr. Moisa Altar

1. Riscul si rentabilitatea unei actiuni.

Se va considera cd pe piatd coteazd un numar de 7 actiuni. Rentabilitatea actiunii I
(R;), in intervalul de timp de la t=0 la t=1, este datd de urmatoarea formula:

o _(R=R)+D, »
R

Cu Fysi B s-a notat cursul actiunii la momentele t=0, respectiv t=1, iar cu D, s-a notat

marimea dividendului.

in formula (1) marimile B, si D, sunt variabile aleatoare, ceea ce face ca si R, si fie

variabila aleatoare.

Vom presupune ca pentru momentul viitor t=1 au fost identificate un numar de ¢ stari

posibile ale economiei, precum si probabilititile p, de realizare a fiecarei stari. in

identificarea starilor posibile se va lua in calcul si situatia ramurii economice in care se
afla intreprinderea emitenta a actiunii i .

Pentru fiecare stare k, pe baza identificarii cursurilor P, si al dividendului D,, vor fi

calculate rentabilitatile R, . In acest mod, se formeaza distributia:

P P> LA pq
R :
’[Rl.l R, . R.j )

lq

4
unde p, 20, k=1,q si Zpk =1.
k=1
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Rentabilitatea medie (asteptatd) a actiunii I este:

q

ER)=3 piR, &)
k=1

Abaterea rentabilitatii fata de medie este:

P1 P> 20t Py

R —E(R):
HE) Ry —E(R) Ry—ER) .. Ry—E(R)

iar varianta (dispersia) rentabilitatii este:
o] =var(R)) = E([R, - E(R)T) 4)

Conform conventiei adoptatd in domeniul financiar-monetar ¢; = /var(R,) cuantifica

marimea riscului actiunii 7. Cu cat méarimea lui 0, este mai mare cu atat riscul asumat

de un investitor care achizitioneaza actiunea I este mai mare. Afirmatia de mai sus este
valabila numai dacad investitorul achizitioneaza actiunea [ fard a o introduce intr-un
portofoliu in care se afla si alte actiuni.

Definitie: Se numeste portofoliu de 7 actiuni un vector x = (x,X,,...,X,) cu

X, +X,+...+x, =1, unde cu x; (i=1,n) s-a notat ponderea sumei investite in

actiunea I in totalul sumei investite.

Observatie: In cazul in care reglementirile pietei permit operatii de tipul ,short
selling” unele dintre componentele vectorului x pot fi negative.

2. Media, varianta si covarianta.

Pentru scrierea ecuatiilor unui portofoliu vor fi reamintite unele dintre proprietatile
mediei, respectiv ale variantei unei variabile aleatoare. Cu litera z vor fi notate
variabilele aleatoare, iar cu litera ¢ vor fi notate constante.

Proprietatile mediei

E(c)=c
E(c-z)=cE(2) 5)
E(z)+z,) = E(z) + E(z,)
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Proprietatile variantei

var(c) =0

var(c- z) = ¢* var(z) (6)
var(z, + z,) = var(z,) + var(z,) + 2cov(z, z,)

Covarianta a doud variabile aleatoare este, prin definitie:

0y, =c0V(z),2,) = E[(z; — E(z)))(z, — E(2,))] (7)

Covarianta dintre doua variabile aleatoare cuantifica nivelul ,,dependentei” dintre cele
doua variabile. Daca o, = 0, atunci rezultd ci cele doud variabile evolueaza relativ
»independent” una de cealaltd. Daca o, > 0, rezultd cd variabilele aleatoare Z;si
Z ;evolueazd in acelasi sens, iar dacd Oy < Qatunci se poate trage concluzia ci
variabilele aleatoare evolueazi ,,in sens contrar”. De exemplu, dacd cov(R;, R j) <0,

atunci rezultd cd daca rentabilitatea R, a actiunii [ va creste, rentabilitatea actiunii j

(R j) va avea tendinta de a scadea.
Cocficientul de corelatie dintre doua variabile aleatoare z;si Z ; este:

_cov(z;,z;)

py=— ®)

Coeficientul de corelatie p,; variaza in intervalul [-1, 1]. Se stie din teoria probabilitatilor

=1, atunci intre variabilele aleatoare z,si z [ existd o dependenta

faptul ca daca ‘ Py

liniard de forma:
z;=a-z;+b 9)
cu a>0daca p; =lsicu a <0 daca p; =—1.

Proprietati ale covariantei

o, =cov(z,,z;) = E(z; — E(z))(z; ~ E(z))) (10)
— (11)

y
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‘O-!/“ :‘py‘"o'i '0;%0,°0;

B (12)

egalitatea avand loc dacd i numai daca ‘ Pjj

In cazul in care variabila aleatoare z; este o combinatie liniara de alte variabile

aleatoare, respectiv:

Z; =02+ CZy +o 2y 13)
atunci:
cov(z;,z;) = ¢ cov(z;,2)) + ¢, COV(Z, 2,) + ...+ ¢, cOV(Z;, 2 ) (14)

Proprietatea (14) rezulta din formula (7) care defineste covarianta:

El(z; — E(z))(c\2y + Cyzy +... ¢ 2, — E(2)) — ¢, E(2y) —...— ¢, E(z,)) = (15)

= clo'l.l +CZO-i2 +”'+Cko-ik

Vom face observatia ca formulele (5) se pot generaliza pentru un numar de 7 variabile
aleatoare:

E(cizy +cyzy +...4c,z,) = E(z)) + c,E(z,) + ...+ ¢, E(z,) (16)

var(c,z, +¢,z, +...+¢,z,) = c{ var(z,) + ¢; var(z,) +...+ ¢ var(z, ) +
+2¢,c, cov(zy, z,) + 2¢,¢, cov(zy,2,) +...+ 2¢,c, cov(z,,z,) +  (17)
+2¢,c5 cov(z,,25) +2¢,c4 CcOV(2y,24) + ...+ 2¢,_,c, COV(Z,_1,2,)

Formula (17) se mai poate scrie astfel:

n n n
var(c,z, +¢,z, +...+c¢,z,) = ZC,fO',f +2Z chcjakj a7)
k=1

k=1 j=k+1

Daci se noteaza cu {2 matricea de varianti-covariant3 :

Q= (o) (18)

nxn

. 3 y T :
si cu ¢ vectorul coloana (cu "7 se noteaza vectorul transpus) ¢ = (¢;,¢,,...c,) atunci

formula (17°) se mai poate scrie matriceal astfel:
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var(c,z, +¢,z, +...+c,z,)=c' -Q-c (19)

In formula (19) s-a tinut seama cd matricea {2 de variantd-covariantd este simetrica,

respectiv 0, =0, i, j = In.

3. Ecuatiile portofoliului de actiuni.

Vom presupune un portofoliu x = (X, X,,...,X, ) format din 7 actiuni. Pentru fiecare

actiune se cunoaste rentabilitatea medie E(R;) siriscul o; (i =1,n). De asemenea, se

presupun cunoscute covariantele o i, j=1Ln).

Rezulta ca pentru activele care pot intra in structura portofoliului se cunoaste:

= Vectorul rentabilitatilor asteptate

u=(ER),E(R,),...E(R))

(20)
* Matricea de variantd-covarianta
0, Op O
O-| % c: .. 0, 1)
On On o,

Reamintim cd matricea () este simetricd, respectiv elementele simetrice fatd de

diagonala principald sunt egale: 0; =0 ;, I, ] = ILn.

Aplicand proprietdtile prezentate in paragraful prezent, rezulta:

r n
E(R) =Y x.E(R,) (22)
k=1
012, =>> X, X 0y (23)
k=1j=1
> x =1 (24)

k=1
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Cu E(R » )si o , S-au notat rentabilitatea, respectiv riscul portofoliului.

Ecuatiile (22)-(24) reprezintd ecuatiile portofoliului_de active financiare si pot fi
scrise matricial astfel:

ER)=x"p 25)
Jf,:xT-Q-x (26)
el -x=1

27

Au fost utilizate urmatoarele notatii:
T
X =(X,%5,000X,)
T
lLl =(E(R )’E(R )7"'7E(Rn))
1 2 (28)

e=(L...1)"

Cu u s-a notat vectorul — coloana al rentabilitatilor, iar cu e un vector - coloana
n —dimensional avand toate componentele egale cu unu.

Ecuatia (23) se poate scrie:

af) = kzz;x,fof +2Z Z)ckxjakj 29)

k=1 j=k+1

Vom mai scrie ecuatia (29) si astfel:

2 2 2 2 2 2 2
o, =x,(x,00 +x,00, +...+x,0,,) +x,(x,05, +x,05 +...+Xx,05,)+ 30)
2 2 2
+..+x,(x,0, +x,0,,+..+Xx,0,)

Tinand seama de proprietatile covariantei, prezentate in paragraful 2, avem ca expresia
2 2 2
reprezintd covarianta dintre activul financiar k si intregul portofoliu. Vom nota aceasti

covariantd cu Oy, , respectiv:
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COV(R,,R,)) =0, = X0, +X,0,, +..+X,0, (31)

Cu aceasta notatie varianta portofoliului se mai poate scrie:

Co=X0,,+X,0,,+..+x,0, (30°)
sau:
) n
Gp szkﬁkp (30,,)
k=1
Vom calcula senzitivitatea riscului portofoliului, o > I raport cu variantia ponderii
activului i in portofoliu. In prealabil, vom observa utilizand formula (31) ca:
o0, 31)
= Oy
ox

Folosind formula (31”) avem succesiv:

oo, 8(\/x10'1p +X,0,, +..%,0;, +...+ xnanp)

Ox; Ox;
1 0o, oo, 0o, | oo, oo
= X Xy T X O, X X,
20, ox; X; X; X; ox;

Tinand seama de relatia (31), i rearanjand termenii din formula de mai sus rezulta:

601) 1 ( ) 1 aip
= — X0y, + X0y +..+ X0, +..+X,0,+0,, )= —(O‘ip + O'l-p) =
Ox; Op o, »
Vom nota:
oo o, _
)4 p .
= = }/i 1 :1 n 32
ox, o ’ (32)

Coeficientul y; va fi numit coeficient de senzitivitate a riscului portofoliului in raport cu

activul 7.
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Vom observa ca o, este 0 functie omogend de gradul unu in raport cu X, X,,..., X

Utilizand formula lui Euler pentru functiile omogene, rezulta:

n:

oo oo oo
O, =—"x X, .+,
ox, 0x, ox,
si, utilizand (32) se obtine:
O, =1X + )Xy + et 7,X, 33)

Observatii:

1. Relatia (33) se poate obtine direct si din (30°) prin impartirea ambilor membrii
cuo, i= In.

2. Coeficientii y,sunt indicatori de risc, ei cuantificand riscul fiecarui active 7 in
raport cu portofoliul considerat.

3. Inraport cu formula obisnuiti a riscului

n n
o, =22 %x;0;

k=1j=1
care este o formuld neliniara, formula (33) are avantajul ca este o formula liniara.

4. Impartind ambii membrii ai formulei (33) cu o , se obtine:

1=pBx + pix, +...+ Blx, (34)
S-a notat:
. O
pr="r="% (39)
o, 0,

Indicatorul 37 va fi numit volatilitatea activului i in raport cu portofoliul P.
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4. Aplicatia 1.

Vom considera un portofoliu format din trei active. Se cunosc urmatoarele elemente:
E(R)=14%, E(R,)=16%, E(R;)=20%. Coeficientii de risc intrinsec sunt:

o,=10%, o,=15%, o05=30%. Coeficientii se presupun a fi: p,, =0,25 ,

P13 =0, p,; =-0,5 . Coeficientii de covarianta vor fi:

Oy, = Py, -0y -0, =0,00375
O3 = P13 0,03 =0
Oy3 = Pyy - 0, - 05 =—0,0225

Matricea de varianta-covarianta este:

0,01 0,00375 0
Q=| 0,00375 0,01 —-0,0225

0 —-0,0225 0,09
Se va considera un portofoliu avand urmatoarea structurd: x; =40%, x, =30%,
x; =30% . Rezulta cd portofoliul este: x T'=1(0,4;0,3;0,3).
Varianta portofoliului va fi:
0,01 0,00375 0 0,4
o2 =(0,4:0,303)-| 0,00375 0,01  —0,0225 - 0,3 (A)
0 —0,0225 0,09 0,3
0,005125
o) =(0,4;0,3;0,3)-| 0,0015
0,02025

o, =0,008575

Riscul portofoliului va fi: o, = 1/0,008575 =0,0926 .
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Rentabilitatea asteptata a portofoliului este:

E(R,)=0,4-0,14+0,3-0,16+0,3-0,2=0,1620 .

Asadar, portofoliul construit are o rentabilitate E(R,)=16,20% si un risc
o, =926% .

Din calculele efectuate mai sus (formula (A) rezultd urmatorii coeficienti de corelatie
dintre fiecare activ si portofoliul P:

o1, =0,005125 ; o,,=0,0015; o;,=0,02025.

Coeficientii de senzitivitate sunt:

:ﬂ200553:553% :&:00162:162%
7/1 ” ) 7/2 ’ 9

Op Op

v =30 202187 = 2187%

Op

iar coeficientii de volatilitate a activelor In raport cu portofoliul P sunt:

Br="1205972, Br=7"2=01749, pr=22-23618 .

Op Op Op

Observatie:

Vom observa ca desi activul 2 are riscul intrinsec 0, = 15% , respective de 1,5 ori mai
mare decat riscul activului 1 (o =10%), coeficientul de senzitivitate », este mult mai

mic decét ¥, . Aceasta inseamna ca din punct de vedere al riscului portofoliului, activul 2

se comporta mult mai bine decét activul 1.

Aceasta conduce la concluzia ca indicatorii de risc intrinsec O, furnizeazd informatii

destul de “sumare”, ele trebuind sa fie correlate cu informatiile furnizate de indicatori

7 si B
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5. Portofolii eficiente

Definitie: Un portofoliu de active financiare P se numeste eficient (optim Pareto) daca
nu se poate forma nici un portofoliu Q care sa aiba aceeasi rentabilitate cu P, dar sa aiba

un risc mai mic decat acesta.

In mod echivalent se poate spune ca portofoliul P este eficient (optim Pareto) daci nu se
poate forma nici un portofoliu Q care sa aiba acelasi risc cu P, dar sa aiba o rentabilitate

mai mare decat acesta.

Pentru a genera portofolii eficiente, vom calcula structura unui portofoliu care sa asigure

o rentabilitate medie egald cu o (marime datd) cu un risc minim.

Aplicand ecuatiile de portofoliu (22) - (24) si notand pentru usurarea scrierii:

1 =ER,) 37)

vom formula urmatoarea problema de minim:

S P SR
min —o , = min —Z Z XX 0y
2 2k=1j=l

kz_l XeMy = P (38)

Zn: x, =1
k=1

Lagrangeanul problemei este:

& ¢ . ;
L:EZkaXijj_ﬂq Zxkﬂk_lo — 4 Zxk_l (39)
k=1 j=1 k=1 k=1
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Cu 4 si A, s-au notat multiplicatorii Lagrange corespunzitori celor doua restrictii ale

problemei de optim.

Conditiile necesare de optim, despre care se demonstreaza usor ca sunt si suficiente sunt:

a—L:O;a—Lzo; ...... 6_L:0;8L:0; oL =0 (40)
ox, ox, ox, oA, oA,
Avem:

OL 1| 2 —

= o, + A=A, —A, =0,k=1, 41
8xk 2 {; X0k = Xk O-./k:| 1 2 n 41)

Tindnd seama ca O =0 ik rezultd ca cele doud sume din formula (41) sunt egale;

rezulta:

n — (42)
Zaijj —Au, —A4,e=0, k=Ln
j=

Sistemul de n ecuatii cu n necunoscute de mai sus se poate scrie matricial astfel:
Q- x—Au—4e=0 (43)

T . y . .
S-a notat 1 = (,ul Y 7 R , ,un) iar e este vectorul coloand de dimensiune n cu toate

T
componentele egale cu unu (€ = (1, L...... ,1) ).

Se obtine:
Q- x=Au+ie
de unde:

x =AQ ' u+1,Q7'e (44)
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Solutia (44) contine doua necunoscute, respectiv multiplicatorii 4, si A,. Pentru

calculul lui 4; si 4, vom folosi ultimele doua ecuatii din (38). Acestea se pot scrie

vectorial astfel:

x"u=p (45)
xTe=1 (46)
Din (44) rezulta :

xT =0 + e Q7! (47)

Din relatiile (45)-(46) rezulta:

' Qi+ 26" Q7 = p )
L' Qe+ Le'Q e =1

Vom utiliza urméatoarele notatii:
A=e'Q'e;B=e" Q' 1;C= " Q' usiD=AC - B* (49)

Mentiondm ca A, B si C sunt scalari.

Sistemul de ecuatii (48) devine:

ClL +BA, =p (50)
Bl + A4, =1

Solutia pentru cei doi multiplicatori 4, si A, este:
p B

1 4 Ap-B
C B AC-B?
B A
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(1)

A, =

yoj
1| C-pB
Bl AC-B?

™ O O

A
Utilizand valorile pentru multiplicatori A, si A4, date de (51), solutia (44) devine:

X= %[(Ap _B) " u+(C-pB)2 e, | (52)

Conform formulei (31), vectorul coeficient de covarianta a fiecarui activ cu portofoliul P

care asigurd rentabilitatea p cuun risc minim va fi:

Op

O,p

=Q-x = %[(Ap ~B)u, +(C~ pBle, | 3

nP

Varianta portofoliului P va fi:

O'P2 = (x )TQ-x :%[(A,o—B)ynTQ_1 +(C—pB)enTQ‘1].

%[(Ap—B)ﬂ,, +(C—pBle,]

1

o, = F[(Ap—B)chrz(C— pB)Ap—B)B+(C- pB)A]

P

.’ :é[AZCpZ —24BCp+ B’ C+24BCo—24Bp> —2B°C+2B° pl+

I
+E[AC2 —24BCp+ B Ap?)

1

ot = F[A(AC—BZ),& —2B(AC-B")p+C(4C-B?)|
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Tinand seama ci conform (46) avem AC — B’ = D, rezulta:

» 1
P:B

Formula (54) pune in evidentd relatia dintre rentabilitatea p a portofoliului si riscul

(54)

o [A,o2 —2Bp+C]

minim obtenabil corespunzator.

Graficul functiei (54) este prezentat in figura 1, ea fiind o hiperbola.

v

L
o,
L]
L
L]
L]
L]
]
L]
L]
L]
L]
L]
L]
]
LS
LS

. e
Figura 1 e,

.
]
"

Portofoliul V cu cel mai mic risc posibil (risc minim global) corespunde valorii:

B (55)

pV:Z

Riscul portofoliului cu cel mai mic risc posibil (portofoliul de risc minim) este:
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1 (56)
GV = E

Inlocuind in (52) pe Py din formula (55) rezulti ca portofoliul de risc minim global are

urmatoarea structura:

1

57
x, =—Q7"e 7

Tinand seama de (49), formulele (55)-(57) care caracterizeaza portofoliul de risc minim
global V se pot scrie:
e'Q!

s

o= (58)

Observatii:
1. Calculele de mai sus au fost efectuate in ipoteza ca matricea de varianta-
covariantd nu este degenerata (det Q) # 0), si deci ea este inversabila.
In cazul in care detQ =0, calculul efectuat trebuie reluat si trebuie tinut
seama de faptul ca matricea de varianta-covarianta nu este inversabila.

Pentru exemplificare acest lucru va fi facut pentru cazul n=2. In acest caz daca

Py, =—1, matricea de variantd-covarianta devine:
2
o= % —0,0,
2
—0,0, 0,

Determinantul matricei este zero.

2. Vom observa ca marimea:

A=e'Q7e
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< TR | . -1
este egald cu suma tuturor elementelor matricii {2~ . Expresia (2™ e

este un vector coloana avand componentele egale cu suma elementelor pe linii
ale matricii Q.

Aceste observatii permit o mai buna interpretare financiard a formulelor (58).
Vectorii e = (1,1,...,1)T si el = (1,1,...,1) se numesc operatori de Tnsumare,
datoritd faptului ca inmultiti cu o matrice efectueaza operatia de adunare a

elementelor pe linii, respectiv pe coloane, ale matricei.

6. Teorema celor doua portofolii fundamentale
(fonduri mutuale) (l)

Formula (44) care furnizeaza expresia generald pentru un portofoliu eficient, se scrie:

x=4Q ' u+1,Q7'e (39

unde A, si A, sunt multiplicatorii Lagrange.

Vom presupune ca:

A=e'Q7le#0 (60)
B=e'Q'u=0

In acest caz formula (59) se mai poate scrie:

Q! Q! (61)
x=(4B) = ()=

Observam ca:

3 Qe 3 Qe

4 Qe

coincide cu a treia formuld din (58), si este formula care da structura portofoliului de risc
minim global.

Xy

Vom nota cu Xy portofoliul avand structura:
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Qlu_ Q'u (62)

Vom mai face observatia ca formula a doua din (50) arata ca

AB+,A=1 (63)

Ceea ce arata ca orice portofoliu eficient x se poate scrie ca o combinatie convexd a
portofoliilor Xy si Xy, (relatia (61)).

x=A-x, +(1-2)x, (64)
unde s-a notat cu A = A, A4, respectiv 1 -4 =4B.

Asadar este suficient si cunoastem structura portofoliilor X, si Xy pentru a fi in masura

sd putem scrie ecuatia oricdrui portofoliu eficient (care sunt in numar infinit) utilizand
formula (64).

De exemplu, alegaind A = 0,5 putem scrie:
x=05-x,+0,5-x, (64°)

Avem siguranta ca formula (64”) furnizeaza structura unui portofoliu eficient.

Observatie importanta: din punct de vedere financiar, formula (64) evidentiaza
faptul ca pentru a obtine un portofoliu eficient este suficient sd investim proportia

A (1 — /1) in portofoliile (fondurile mutuale) care au structura X , respectiv X, .

in functie de alegerea lui A vom obtine o rentabilitate dati cu un risc minim. Pentru a
evidentia rentabilitatea portofoliului x in functie de parametrul A, vom utiliza relatia
(50):

CA +BA, =p

&mmCaﬂlzl_ﬁ

A C B
i A, =— obtinem: —(1-A)+—A1=
s/, Ao,mem B( ) 4 Yo,
Prin calcul obtinem:

4
1=2ic—B.
D[ p]

[ D )
p‘B{C Al}

(65)
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Daca investitorul stabileste rentabilitatea p pe care doreste sd o obtind , atunci va folosi
formula (65) pentru a deduce ce pondere A sa investeascd in fondul mutual x, , iar

(1 — ﬁ,) va investi in fondul mutual x,, .

In cazul in care s-a investit o pondere A in fondul mutual X, si (l — /1) in fondul

mutual x,,, utilizind formula (65”) vom calcula rentabilitatea 0 a portofoliului.

De exemplu, dacd A =1, din (65”) obtinem:

A

, respectiv

1 D| AC-D AC-AC+B?
pV e — C = =
B BA BA

oy = %, ceea ce coincide cu prima formula din (58).

Dacid A =0, obtinem:

1 C
= — C = —
Pw B B
Rezulta ca rentabilitatea portofoliului x,, este:
_C_ u' Q' u (66)
g B 'Q'u

Observam cd, din formula (65) rezulta C — Bp > 0, ceea ce implica

C_ Iy’ B (67)
"B e'Q7'u — o

Din (66) rezulta ca portofoliul W este portofoliul eficient care asigurd cea mai mare
rentabilitate pe piatd, excluzand bineinteles operatiunile de tip ,,short-selling” intre cele
doui portofolii (V si W). In cazul in care se admit operatiuni de tip ,,short-selling”,
multiplicatorul A poate fi supraunitar si, in consecintd, se pot obtine rentabilititi mai
mari decat py,

Pentru a calcula varianta portofoliului W vom folosi formulele (54) si (66):
, 1| C? C
oy =—|A— -2B—+C
D| B B

de unde
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»_ C _,UTQ_IIU
O-W_?_ eTQ"l,u.

1_1
B BpW

Rezulta ca portofoliul W are urmatoarele caracteristici:

_C_paotu
Pr B ¢Q'u ’
, _C _ u'Qu (68)
O-W_Bz T 1~ V2
"2 u)
1 1
X, =—Qu= Q™
/4 B :u eTQ,llu Iu
Din faptul ca:
D=AC-B>>0
rezulta ca :
Cc 1

2 2
— > —, respectiv Oy > O,
B> 4

ceea ce este normal, intrucat portofoliul W are o rentabilitate asteptata mai mare.
Covarianta dintre portofoliile V si W este:

T
Oy =X, Q% = (%QleJ Q(in,uJ

1 _ | 1 B
Oy :Z(GTQ 1b(EQ lﬂjzzg

rezulta ca:

1 (69)

Vom demonstra ca portofoliul cu cel mai mic risc global V are proprietatea ca are aceeasi
covarianta cu orice portofoliu eficient. Intr-adevar, fie un portofoliu eficient:

x=A-x, +(1-A)x,
o :x;Q-x:x;Q-(}t-xx; +(l—l)xW):/1-x;Q-xV +(1-AxQ-x, =

1 I 1
=l-cl+(1-A)o, =A—+([1-A)—=—
O-V+( )O-vw A+( )A A

Rezulta asadar ca oricare ar fi portofoliul eficient X = A-x, + (1 - /I)XW ,
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(70)

V,X

1
o, = =— =constant
A

Proprietatea (70) reprezintd o caracteristica remarcabila a portofoliului V (cu cel mai mic
risc global).
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7. Proprietati ale frontierei Markowitz

La fel ca si inainte, se va considera ca pe piatd coteaza un numar de ,,»” active cu
risc (actiuni).

Pentru fiecare activ se cunoaste:

e Rentabilitatea agteptatd: £ (Rk ) = U, k= Ln

e Riscul, masurat prin abaterea medie pitratici: 0>k = 1,7
e Coecficientii de covariantd a fiecarui activ cu celelalte active:

o ko j=Lnk#j

. . . 2 . L
Cu ajutorul coeficientilor de varianta (0}~ =07y ) si al celor de covariantd se

formeaza matricea de varianta-covarianta:

Q=(oy)

nxn

Vom face observatia ca in cazul in care in locul coeficientilor de covarianta Oy

se dau coeficientii de corelatie ,ij (k R ] = 1, n), atunci cu ajutorul acestora se formeaza

matricea

M =Py nxen (71)

iar matricea de varianta-covarianta se scrie:

Q=8SxMxS (72)

unde S este matricea diagonala:

op 0 .. O

0O o, ... 0
S = 2

(73)
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Vom face observatia ca:

Ql=sTtxptxs! (74)

Matricea S se inverseaza usor, respectiv:

L 0 0
01
gl 0 L 0
— o,
cee (75)
0 0 L
o

Intrucit matricea S este intotdeauna inversabild, pentru ca matricea () s fie

inversabila este necesar ca matricea M sa fie inversabila.
Anterior s-a demonstrat ca orice portofoliu eficient (optim Pareto) P de

rentabilitate R p (fixata exogen) are urmatoarea structurd (vezi formula (52)):

X, = % (4-r, - Bl u+(C-R, - B)2 ] (76)

Notatiile utilizate sunt urmatoarele:

ﬂ:(ﬂl,ﬂz, ...... ,ﬂn)T

A=e'Q7 e -
RN (77)
C:,uTQ_l,u
D=AC-B?

Se observa cd 4 si e sunt vectori coloand cu n componente, iar A, B,C si D

sunt scalari (numere).



TEORIA PORTOFOLIULUI - prof. univ. dr. MOISA ALTAR 26-92

= . -1 .. e .
Daca matricea ) este pozitiv-definitd atunci avem:

A>0si B>0 (78)

iar din inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz rezulta:

D=AC-B>>0 (79)

Din formula (76) rezultd ca in cazul in care se cunosc elementele de structura a

pietei de capital: Q_I,A,B,C si D, pentru fiecare mirime a rentabilittii R, a
portofoliului stabilitd Tn mod exogen de catre investitor, se poate calcula vectorul de

structura X, a portofoliului eficient. Acest portofoliul asigura obtinerea rentabilitatii R p
cu cel mai mic risc (G p) posibil.
Conform formulei (54), pentru orice portofoliul eficient relatia dintre

o . . . 2 - .
rentabilitatea R p §$1varianta acestuia 0" este data de relatia:

P
1

O-p :B

L4Rj—2J%RP+C] (80)

Intrucat discriminantul trinomului din membrul drept al formulei (80) este
A=B*-AC<0

iar A > 0, rezultd ca acest trinom este pozitiv, oricare ar fi rentabilitatea R D
In sistemul de coordonate (O‘ P> R p) din planul financiar, formula (80) reprezinta

o hiperboli. Intr-adevir, formula (80) se mai poate scrie, succesiv:

» Al _ . B C
O'p ZB_RP _22Rp +Z:|
52 A (R _éjz c_B

p D 14 A A A2
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2
o) 2:£ (Rp—ﬁj +D

D 4) A4
2
A B 1
o, = —(Rp -—j + 81)
D A A
respectiv:
2
o 2 (Rp —ﬁj
P _ - 82
T D 1 (82)
A A2

care reprezintd forma canonica a unei hiperbole.

Din formula (81) rezulta:

B D 2 1
R ="% |2 |o, -~ 83
PoaNa VP 4 (83)

Este evident ca dintre cele doud formule (83), din punct de vedere al interpretarii

financiare are semnificatie numai aceea cu semnul plus, respectiv:

B D » 1
RPZZ—F\/Z.\/JP —Z (84)

1
Formula (84), valabila pentru o Zﬁ’ furnizeazd pentru orice portofoliu

eficient marimea rentabilitatii R p in functie de riscul o, asumat.

.....

Pentru orice portofoliu eficient variatia rentabilitatii in functie de riscul o,

asumat este data de formula:
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OR, | D op
0o, A / , 1 (85)
o, ——
A
Se observa ca:
OR, 0*R
>0 s P <0 86
o, $ oo (86)

Din formulele (86) rezultd ca functia (84) care di valoarea R p A rentabilitatii

unui portofoliu eficient in functie de riscul asumat o

este o functie crescatoare si

concava. Cu alte cuvinte, pentru orice portofoliu eficient unui risc mai mare 1i corespunde

si o rentabilitate R » mai mare, sporul de rentabilitate fiind Insa o functie descrescatoare.

Tinadnd seama de faptul ca derivata unei functii reprezintd, din punct de vedere

geometric panta tangentei dusd la graficul functiei in punctul respectiv, rezultd ca ecuatia

tangentei dusd in punctul (O'p, Rp) la hiperbola (82), respectiv (84) care reprezinta

frontiera Markowitz (frontiera portofoliilor eficiente) va fi:

D
\/;%(G_GP)
O'p —Z

Tangenta (87) va intersecta axa verticala (de risc zero) in punctul:

oc=0

Tinand seama de formula (84), rezulta:

(87)

(88)
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c=0
R:B 1

___@_;
A4 AN4 [ 5, 1
O-p —Z

Pentru a vedea pozitia punctului (o I’ R p) de pe frontiera Markowitz din care

(88°)

tangenta dusa trece prin origine, vom lua R =0.

Rezulta:

» C

o, =—
)

iar din formula (84) rezulta:

B\/B/C 1 B\/E/D
A Va\Br 4 4 \ A4\ 452
C

Ry =—
"B
Asadar portofoliul avand caracteristicile:
oy’ = ¢
W n2
W B (89)
C
RW -
B

are proprietatea ca tangenta dusa la hiperbola (frontiera Markowitz) in punctul respectiv
trece prin originea axelor de coordonate.

Varful ramurii (84) a hiperbolei (82), respectiv (83) are caracteristicile:
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1
GV =
v 4 (90)
B
RV - —
A
si este acelasi cu portofoliul de risc minim global descris de (58).
Din (85) mai rezulta ca:
. OR, D
e |2 91
lim7;, =% oD
si deci ecuatia asimptotei dusd la ramura (84) a frontierei Markowitz este:
B D
R——=.—0 (92)
A A

Pentru a putea trasa cat mai exact hiperbola (83), vom calcula §i coordonatele

punctului in care aceasta intersecteazd axa orizontalad (Rp =0). Evident ci axa

orizontala este intersectatd de ramura:

C
o) == 93)
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o 2 C N
Facand in (84) o p =0 rezulta:
D

Cu alte cuvinte portofoliul eficient care corespunde pe ramura superioard a
hiperbolei punctului in care ramura inferioard a hiperbolei intersecteaza axa orizontald
corespunde unei rentabilitdti egale cu dublul rentabilitatii corespunzatoare varfului

(portofoliul corespunzator celui mai mic risc posibil).

=[O

SN~

v
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8. Teorema celor doua portofolii fundamentale
(fonduri mutuale) ()

In cazul in care rentabilitatea portofoliului eficient (R p) este fixatd, structura

acestuia este data de formula (76).
. B . :
Pentru portofoliul V, conform (90) avem R} ZZ, lar structura acestuia,

conform formulei (76), va fi:

Xy = %(C —%BJQ_le

respectiv:

X, = %Q_le (95)

Pentru portofoliul W, conform (89), avem Ry = E , 1ar structura acestuia va fi:

Xy =—Q7 ' u (96)

Asa cum s-a ardtat anterior, orice portofoliu eficient P poate fi exprimat astfel

(vezi formula (61)):

x, =, x, +(1=2,)xy ©7)

unde parametrul A este dat de formula (vezi formula (65)):

2p=2[C~B-R,] 98)
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Formulele (97) si (98) aratd ca in cazul in care un investitor doreste sa-si asigure o

rentabilitate  (asteptatd) Rp este suficient sa investeascd o pondere

A
A p = ) [C —B-R p] din totalul investitiei in fondul mutual (portofoliul) V si o pondere

1-4 » = %[A ‘R,-B ] in fondul mutual (portofoliul) W.

Modalitatea de investire reprezentatd mai sus este realizabilda numai in cazul pe

C

B
piata exista fondurile mutuale V si W care asigura rentabilitatile Z , respectiv —.

Vom presupune ca pe piatd nu functioneaza fondurile mutuale V g1 W, in schimb
exista alte doud fonduri mutuale H si G cu rentabilitatile asteptate R, respectiv R .
Intrucat orice fond mutual este un portofoliu eficient, conform formulei (97), putem scrie:

Xy =y Xy + (1= )xy

99
xG:ﬂ'G'xV—i_(l_ﬂ’G)'xW ®%
unde:
A
Ay :_[C_B'RH]
D
(100)

A
Ao :B[C_B'RG]

Vom arata cd, pentru a obtine o rentabilitate asteptatd R D> investitorul trebuie sa

investeasca o pondere k din totalul investitiei in fondul mutual H si o pondere (1-k) in

fondul mutual G. Intr-adevir avem:

x, =k-x;+(1-k)xg (101)

Tinand seama de (99), avem:
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Xp = k- [Ayxy + (= Ay ) xy ]+ (1=K)-[A - x, + (1= 25 ) xy ] =

(102)
= kA + (= k)Ag by + k(1= 2, )+ (1= k)1 =25 )y
Daca se noteaza:
[=kA, +(1-k)A, (103)
atunci (102) se poate scrie:
xp:l-xV+(1—l)-xW (104)
Conform formulei (98) avem:
A
[==[C-B-R,] (105)
D
Din (103) rezulta:
-2
h=—"06G (106)
Ay = Ag
Tinand seama de formulele (100) si (105), din (106) rezulta:
R-—R
__6G r (107)
RG o RH
Rezulta ca pentru a obtine o rentabilitate (asteptatd) de R D investitorul trebuie sa
R;—-R »
investeasca o pondere egald cu —R din totalul investitiei in fondul mutual H si o
G H
R b

pondere egald cu in fondul mutual G.

GRH
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9. Aplicatie

Vom presupune cd pe piata coteazd un numadr de trei active. Matricea-diagonala a

coeficientilor de risc este:

024 O 0
S= 0 014 O
0 0 0.18

iar matricea coeficientilor de corelatie este:

1 -0.40 0.25
M =|-0.40 1 —-0.60
0.25 -0.60 1

Matricea de variantd-covariantd, conform formulei (72) va fi:

0.0576 —0.0134 0.0108
Q=8SxMx§=|-0.0134 0.0196 -0.0151
0.0108 —0.0151 0.0324

Inversa matricii de varianta-covarianta este:

20.6718 13.8427 -0.4307
Q7'=|13.8427 88.9891 36.9140
—0.4307 36.9140 48.2343

Observatie importanta:

Pentru aplicatiile de calcul matricial se recomanda utilizarea programelor
MATHCAD sau MATLAB. Evident ca pentru matrici de dimensiuni reduse se pot utiliza
si calculatoarele de ,,buzunar”.

Vectorul coeficientilor de rentabilitate este:

1 =(0.170 0.1100.145)

Vectorul e este:



TEORIA PORTOFOLIULUI - prof. univ. dr. MOISA ALTAR

e=(111)

Vom nota cu A4, respectiv B; vectorii:

A =Q"e
B =Q'u
Avem:
34.0839 4.9745
A =]139.7458 | ; B, =| 17.4946
84.7176 10.9813

cu ajutorul vectorilor 4; si B, vom calcula:
A=e" A4 =258.5473

M =(p ki ) nxn

C=u"B =43624

D=AC—B? =8.9482

Portofoliile fundamentale sunt:

portofoliilor eficiente):

1 0.1318
xy = A =| 0.5405
0.3277

avand riscul:

1
Oy = ﬁ =6.22%
si rentabilitatea:

R, =2 —12.04%
A

36-92

Portofoliul eficient cu cel mai mic risc global (varful hiperbolei
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e Portofoliul W (care are proprietatea ca tangenta dusd la hiperbold prin

punctul (O}, Ry, ) trece prin originea axelor de coordonate):

0.1487
Xy =|0.5230
0.3283

avand riscul:

oy = VC 6240,
B
si rentabilitatea:

Ry =13.04%

Vom presupune acum ca un investitor doreste sa-si formeze un portofoliu care sa-

i asigure o rentabilitate asteptata de R p = 15.40%.

Conform formulelor (97) si (98), portofoliul x, care asigura rentabilitatea

p
Rp =15.40% va fi:

X, =4, xyp +(1—2,p)-xW

unde:

A, :%[RW -Rr, |

iar

Efectuand calculele rezulta:

A ==22.7971 si A, =23.7971

Rezulta ca
0.5336
X, = 0.1240

0.3424
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Riscul corespunzator portofoliului P este:

Op=yxp -Q-x, =14.62%

Acest risc poate fi calculat si cu ajutorul formulei (80)

1 2
o, =ﬁ\/A-Rp ~2B-R,+C

obtinandu-se acelasi rezultat

Asadar, pentru a obtine o rentabilitate de 15,40% investitorul trebuie sa cumpere
23,7971 unitati din fondul mutual W si vinde (short-selling) 22,7971 unitati din fondul
mutual V.

Vom presupune acum ca pe piatd functioneazd doua fonduri mutuale (portofolii

eficiente) G si H avand rentabilitatile asteptate R; =14%, respectiv Ry =16.5%.

Structura celor doud portofolii, calculate pe baza formulelor (97) si (98) sunt:

0.3052
_1 03608 | Ag =—9.2661; 1-4; =10.2661 si o =8.44%

0.3340
0.7131
| _0.0621 s Ay =—33.4287; 1- 4, =34.4287 si 5, =20.13%
0.3490

Aplicand formulele (101) si (107) avem:
x, =k-xy +(1-k)-x,

,_Ra—R, _014-0.154

= = =0.56
R,—R, 0.14-0.165

Rezulta:
x,=0.56-x, +0.44-x;

Asadar, de aceasta data investitorul 1si va asigura rentabilitatea doritd cumparand

0,64 unitati din fondul mutual H si 0,36 unitati din fondul mutual G.
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10. Covarianta dintre doua  portofolii
eficiente. Portofolii conjugate.

Fie x 4 s1 xp doud portofolii eficiente’.

Conform celor stabilite, cele doud portofolii se pot exprima In functie de
portofoliile X}, si Xy, astfel:

x, =4 x, +(1=14,)x,

xp =g xy, +(1=25)x,

Covarianta dintre ele este:

COV(anxB):xATQ‘xB :[ﬂ’A "Xy +(1_/1A)‘XW]T 'Q'V’B Xy +(1_X’B)'xW]:

(108)
=/1A-/IB-xVTQ-xV+/IB(1—2,A)xWTQ-xV+/1A(1—/13)xVTQ-xW+(l—/1A)(l—/13)xWTQ-xW
Se stie ca:
1
xVTQ-xV = O'V2 =—
0 0w, =, T Q= (109)
v w = Xw r=y
T » C

Tinand seama de (109), formula (108) devine:
1 C
cov(x,,xz)= [ﬂ‘A Ay + Ap(1=20)+ 2,(1 _/13)]';"‘ (1 _/1/1)(1_23)'?

1 C
COV(xA’xB):[ﬂ‘A + Ag _ﬂ‘Aﬂ‘B]'Z_F(I_ﬁ“A)(I_ﬁ’B)'?

"Indicii A si B care insotesc pe x, nu au nici o legatura cu numerele A si B definite anterior.
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cov(xA,xB):%(1_@)(1_13){21]

B> A4
de unde:
cov(x ) =+ (1= 2, 1=, ) -2 (110)
A AB?
Se stie ca (formula 98):
A
/1A=B(C—BRP)
respectiv:
B AB B
1-A,=—|4A-R,—-B|l=—| R, ——
(= lar-B= 2 R, 2
si deci:
1 A°B? B Bl D
covix ,xp)=—+——| R, — | R, ——
(v4x3) A DZ[A A}[B ALB2
Rezulta:
1 A4 B B
covix,,x,)=—+—| R, — | R, —— 111
(AB)AD{AA}{BA} (111)
Se stie ca:
B
RV:Z
de unde:
1 A4
COV(XA’xB): Z-I_B[RA - Ry ][RB _RV] (112)

Din formula (112) se observa ca pentru doua portofolii A si B pentru care
R,>Ry, si Ry >Ry, respectiv punctele (0 4,R,) si (0p,Rp) sunt situate pe
ramura superioard a hiperbolei (vezi formula (84)) care descrie frontiera Markowitz,

cov(x ,,x5)>0.
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Fie acum portofoliul P fixat, cu Rp > R}, . Vom cauta portofoliul Z astfel incat:

cov(xp,x,)=0 (113)

Este evident ca pentru portofoliul Z vom avea:

R, <R, (114)

Cu alte cuvinte, portofoliul Z va fi situat pe ramura inferioard a hiperbolei,

respectiv pe ramura (vezi formula (83)):

RZE_\E e 115)
4 \4 4

Avem:
1 4
COV(xPﬂxZ):Z+B[RP_RV][RZ_RV]
Rezulta:
D 1
R, =Ry ————
A" R, —R,
respectiv:
B D 1 B D 1
Ry =——-— == _ = -
A AR—E A A AR,-B
P
A4
Rezulta:
_AB-R,-B>-D A-B-R,—-B°-A4-C+B’
g A[AR, - B] A[AR, - B]
Si deci:
AR, -B (116)

Portofoliul Z a carui rentabilitate este datd de formula (116) se numeste

conjugatul portofoliului P.
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Vom observa cad formula (116) se mai poate scrie:

C
RP -
R -2 B
A B
Ry —2

respectiv:

R, —-R
R, :Rvu (117)

R,—R,
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11. Un model de evaluare a activelor
financiare.

Modelul ce va fi analizat in acest paragraf permite evaluarea rentabilitétii oricarui
activ in functie de rentabilitatea unui portofoliu ,,etalon” P si al conjugatului sau Z.

Pentru inceput vom evalua diferenta:

_B-R,—-C AR, -2B-R,+C

R,—R, =
P AR, -B AR, — B
Tinand seama de formula (80), rezulta:
2
R,-R, = DL
AR, - B
respectiv:
2
ARP—B: Op (118)

Pe de alta parte, intrucat formulei (31) covarianta dintre un activ k si portofoliul P

in care el este inclus este data de formula:
Owp =X, Op Xy 04y +eeeeee X, - Oy, (119)
rezultd cd vectorul €2-x, are drept componente coeficientii de covariantd

p

O p»k =1,n dintre active si portofoliul P.

Utilizand formula (76) avem:

Q-x, :Q%[(A-Rp ~B) ' u+(C-R, - Bl ]
de unde avem succesiv:

05, = L[laor, -8l (c-x, - )
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A4-R,-B[ (C-R,-B
x, = {” (AR B)}

Tinand seama de formula (116) rezulta:

Q-x,= [,u R, e]

Tinand seama si de formula (118) rezulta:

2
O'

Q-x, = ﬁ[ﬂ R, -e]

sau, in sfarsit:

Q-xp
p=Ry et —==(Ry ~R;) (120)

Formula (120) reprezinta forma vectoriald a unui model de evaluare a activelor
financiare.

Vom nota vectorul:

Q-xp
>~ =BETA (121)

Op

Cu notatia (121), modelul (120) se scrie:
#=R,-e+BETA (R, - R,) (122)

Scriind ecuatia (122) pe componente avem:

M =R, +ﬁk(RP —R, )9k =1,n (123)

Intrucat p, = E (Rk), iar Rp si R, sunt in fapt rentabilititile asteptate, ecuatia

(123) se mai poate scrie:

E(R)=E(R,)+ B[E(R,)-ER,) k=1n (124)
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unde, conform (121) avem:

(o2
By =—% (125)
Op

Parametrul [3; se numeste coeficientul de volatilitate al activului k in raport

cu portofoliul-etalon P.

Expresia:

E(R,)-E(R,)=PR (126)

reprezintd o prima de risc.
Rezulta ca formula (124) arata ca:

,Rentabilitatea (asteptatd) a oricarui activ k trebuie sa fie egala cu

rentabilitatea portofoliului-conjugat Z la care se adauga prima de risc

multiplicati cu coeficientul [, de volatilitate a activalui”

La randul sdu coeficientul de volatilitate /3, se obtine conform formulei (125),

raportdnd coeficientul de covariantd O;p a activului k£ cu portofoliul P la varianta

c 2
portofoliului P, op".
Prin conventie activele k pentru care 3, > 1 se numesc active ,,agresive”.

Coeficientul de volatilitate a unui portofoliu Q avand structura Xg este:

ﬂgzﬂl-xl+ﬁ2-x2+ ...... + 8, x, 127)

unde X;, X,,....., X, sunt componentele vectorului X

Vom observa ca coeficientul de volatilitate a portofoliului ,,etalon” P este:

Pp=1 (128)

Intr-adevar, din (122), inmultind la stanga cu vectorul-linie x! obtinem:

x"-u=R, x"-e+x" -BETA[R, - R,] (129)
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Tinand seama ca:
x"-u=R,

x" -BETA= B,

si

x"e=1

rezulta:

Rp =R, + B[Ry~ R, ]
sau

Bpr=1

ceea ce trebuie demonstrat.

In mod asemanator se demonstreaza ca:

B, =0 (130)

Observatii importante:

1. Modelul fundamental (124) permite evaluarea activelor pornind de la un
portofoliu-etalon P. In aceastd situatie, este evident ci volatilititile B
depind de modul de alegere a portofoliului-etalon P.

2. Fie Xo vectorul de structurd a unui portofoliu eficient Q. Din formula
(121):

T
-Q-xp

2

Op

X0 _ T _
=x, -BETA=p,

unde ,BQ este volatilitatea portofoliului Q.

Aplicand formula (111) rezulta:
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e 2o
COV(xp,xQ) A D A]l° 4
0~ var(x,) - 1 4 BT (131)
SR
A D A

Formula (131) permite calculul rapid al volatilitatii unui portofoliu Q. in cazul in
care se cunosc rentabilitatile (asteptate) Rp si RQ :

Din formula (131) se vede usor ca:

Ppr=1si B, =0 deoarece COV(xP,xQ)=O.

|
Tot din formula (131) rezultd cd B, = 4 > (deoarece R, =—),
1 4 B A
— RP —
A D A

iar pentru portofoliile situate pe ramura inferioara a hiperbolei avem ,BQ < f,, deoarece

B
in acestcaz Ry <Ry = v

De asemenea, din (131) se vede ca cu cat un portofoliu Q are o rentabilitate mai

mare, cu atat volatilitatea lui va fi mai mare.
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12.  Aplicatie.

Vom considera aceleasi date folosite in acest capitol. Drept portofoliu-etalon P

vom considera portofoliul de rentabilitate £ (R » ) =15%.

Aplicand formula (76) obtinem structura portofoliului-etalon:

0.4683
x, =|0.1917
0.3400

Riscul portofoliului P este o =12.71%.

Conform formulei (116) rentabilitatea portofoliului-conjugat va fi:
R, =12.29%

Vectorul de covarianta va fi:

0.0281
Q-xp=| —0.0077
0.0132

Stiind ca varianta lui P este o P2 =0.0162.

Conform formulei (121) vectorul BETA va fi:

1.7376
Q-x
BETA = 2p =|—-0.4753
o7 0.8156
respectiv:

B, =1.7376; B, =—0.4753 si B; =0.8156

Prima de risc este:

E(R,)-E(R,)=0.15-0.1229 =2.71%
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Vom presupune acum ca un investitor doreste sa-si formeze un portofoliu eficient,

asumandu-gi un risc Oy = 14% . Conform formulei (84) rentabilitatea portofoliului va fi

RQ =15.58%.
Aplicand formula (52) obtinem structura portofoliului:

0.5628
xp = 0.0937
0.3435

Volatilitatea portofoliului Q va fi:

Bo=x, -BETA=12136

Rezultd cd 1n raport cu portofoliul etalon P a carui rentabilitate este
E(RP):15% si volatilitate SBp =1, portofoliul Q a carui rentabilitate este

E (RQ)z 15.58% are coeficientul de volatilitate cu 21,36% mai mare.
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TEORIA PORTOFOLIULUI

Capitolul Il — Portofilii optime. Dreapta
fundamentala a pietei de capital — Capital Market
Line (CML)

1. Introducere

In paragraful 5 al capitolului precedent s-a prezentat un model de evaluare a
activelor pornind de la un portofoliu eficient P si de la conjugatul sdu Z,. Este evident ca
acest model de evaluare este un model ,,subiectiv’’, deoarece fiecare investitor poate
alege un anume portofoliu eficient P, si astfel sa obtina propriul sau model de evaluare a
activelor de pe piata.

In acest capitol se va arata ca existd un model de evaluare ,,obiectiv’’ pe care-l
folosesc toti operatorii de pe piatd. Acesta este modelul CAPM fundamentat in anul 1964
de catre W. Sharpe, laureat al Premiului Nobel pe anul 1989 (impreuna cu H. Markowitz
si H. Miller).Trebuie mentionat ca independent de W. Sharpe, la concluzii asemanatoare

au ajuns, tot In anul 1964, si J.Lintner, precum si J. Mossin.
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2. Frontiera portofoliilor eficiente pentru cazul in
care pe piata exista si un activ fara risc.

In acest paragraf se va presupune ci pe piata existd un activ al carui randament R
este cert si al cdrui risc este zero. Pentru aceasta ne putem gandi la un plasament in bonuri
de tezaur sau in o casd de economii, ale carei depozite sunt garantate de stat. Nu se va lua
in calcul problema inflatiei care poate eroda valoarea investitiei.

Ca si 1n capitolele precedente, vom presupune ca investitorii au un comportament

de tip Markowitz, respectiv care sa asigure o rentabilitate data:

E(Rp)= p ()
cu un risc minim:

O p = minim 2)

Notand ca si in capitolele precedente cu X;,k = 1,7 mirimea investitiei in activul

cu risc(actiunea) k raportata la totalul investitiei si cu x, ponderea investitiei in activul

fara risc, avem:

x0=1—(x1+x2+ ...... +xn)=1—Zxk A3)

Modelul de programare pe care trebuie sa-l solutioneze investitorul este:

1 S IR U
min —o ,” = min —ZZG,g.xkxj
2 23 j=1

\ \ 4)
Zykxk +(1—Zxk]Rf =p
k=1 k=1
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Ca si in capitolele precedente, cu 0; s-a notat covarianta dintre activele cu risc

sij,larcu y = F (Rk) s-a notat rentabilitatea asteptata a activului .

Modelul (4) se mai poate scrie:

( . 1 2 . 1 1 2 2 1 1
l’IlIIlEO'P :mmEZO'k X, +Z Zakajxkxj
k=1

k=1 j=k+1
Zn:(ﬂk _Rf)xk =p—R,

k=1

S)

Lagrangeanul sistemului este:

1 n n n n
LZEZO'kzxk2+Zxk0'k Zajxj—/l Z(,uk—Rf)xk—(p—Rf) (6)
k=1 k=1 j=k+1 k=1

Cu A s-a notat multiplicatorul Lagrange.

Conditiile necesare de optim sunt:

oL —
—=0,k=1n
ox,
(7
oL
oA
Se demonstreaza ca aceste conditii reprezintd si conditii suficiente de optim.
Tinand seama de (6), conditiile de optim devin:
2 n
O, X, +0y Zajszxl(,uk—Rf),k:1+n (8)

j=k+1
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Cele n conditii (8), desfasurat se scriu:

2
Gl xl +012x2 +...... +Gln.xn =ﬂ(,ul _Rf)

2
0-21X1+O-2 x2+ ...... +(72nxn:/1(/,l2_Rf)

€))

2
O'n1x1+(7n2x2+ ...... +O—I’l .xn:/l(/,ln_Rf)

Utilizand notatiile deja introduse in capitolele precedente, sistemul (9) matricial se

scrie astfel:
Q-x:l(,u—Rf-e) (10)

unde:

Q= (GU) este matricea de variantd-covariantd;
nxn

Cu alte cuvinte, x reprezinta vectorul-coloana al ponderilor investitiilor in active

cu risc, iar 4 vectorul coloana al rentabilitdtilor asteptate ale activelor cu risc. Cu e s-a

notat, ca §i pand acum, un vector coloana cu n componente, avand toate componentele

egale cu unu.

Ca si pand acum, se va presupune cd matricea de variantd-covariantd () este

inversabili (detQ * 0).

Din relatia (10) rezulta:
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x=2-Q 7 u-R,-e) an
A doua relatie din (5), se poate scrie vectorial astfel:

(u—R,-ef x=p-R, (12)
Tinand seama de relatia (11), relatia (12) devine:

Ap—Ry-ef Qu-R, -e|=p-R, (13)
Avem:

A o= (14)

:M_RffFQAM_Rff]

Prin calcul rezulta:

-R, e QN u-R, e|=p"Q u+ R T Q e~ 24Tl R, (15)

. o . -1 . e .
S-a tinut seama ca matricea () este simetrica si deci:

IUTQ—le _ eTQ—lﬂ
Tinand seama ca in capitolele precedente s-a notat:

A=e'Q7le
B =eTQ_1y

(16)

17)
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C:,uTQ_l,u
avem.
Ap-R,ef Q7 u-R,-e]=4-R,>-2B-R, +C (15%)

Relatia (14) se scrie:

P—R
A=t (18)
sau.
E(Rp)-R
A= f (18,)

2
A-RZ-2B-R;+C

Tinand seama de relatia (18), vectorul de structurd x (structura pe active cu risc a

portofoliului) se scrie (vezi (11)):

p—R |
O s} Q'u-R, -e] (19)
AR, =2B-R.+C
f A
Tinand seama ca ponderea investitiilor n activul fara risc este:
Xg=1- el x 3)

rezulta:
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pP—Ry

3 eTQ_l[,u—Rf-e]

XOzl_

de unde:

lo—R;\B-4-R/)

2 (20)

szl_

Tinand seama de (19), varianta portofoliului se scrie:

e e (R

2
- R
R e e LR R (R

Tinind seama de (15”) rezulta:

R
op? = (2p i 21)

Din (21) rezulta:

1
O-p:
\/A~Rf2—ZB-Rf+C

(p-r,) (22)

sau
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1
Op=
JA-R’-2B-R, +C

x[E(RP)—Rf] (22%)

Formula (22’) pune in evidenta faptul ca intre riscul unui portofoliu si excesul de

rentabilitate F (RP)— R + a portofoliului in raport cu rentabilitatea activului fara risc

existd o relatie liniard (de proportionalitate), coeficientul de proportionalitate fiind

constant:
1
23
JA-RZ-2B-R,+C (23)
Relatia (22) se mai poate scrie:
p-R,=,/4-R’~2B-R, +Cx0o, 24)
respectiv:
E(R,)=R, +y4-R,>~2B-R, +Cx0o, (25)
Din (24) mai rezulta:
_ lo-R,)
" Jar7 28R +C (26)
Ry mebe Ry
Tinand seama de (26) relatia (19) devine:
1 =
xo,x Q' [u-R, -] 27)

X =
2
JA-R>-2B-R +C

Formula (27) permite calculul structurii portofoliului in functie de riscul asumat
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3. Dreapta fundamentala a pietei de capital (CML
— Capital Market Line).

Din formula (25) rezulta faptul ca oricare ar fi doud portofolii eficiente P i Q avem:

E(RP)_Rf _ E(RQ)

_R
L= J4-R?>-2B-R, +C

Op op
de unde:
E\R, |- R
E(R,)=R, + % X0, (28)
0
Expresia:

E(Ry)- R, 29)

%0

Reprezintd prima de risc a portofoliului Q. Rezultd ca formula (28) exprima

rentabilitatea portofoliului eficient P in functie de rentabilitatea fara risc R 1 de riscul

portofoliului o p si de prima de risc a portofoliului Q.

Structura unui portofoliu eficient P este conform (19) si (20) urmatoarea:

(30)
. o-R,/)B-4-R,)
Xg=1-

2

Definitie: Un portofoliu eficient (30) se numeste portofoliul pietei si se

noteaza cu M daca ponderea activelor fara risc este zero, respectiv_X, =0

Portofoliul pietei va fi notat cu M.




TEORIA PORTOFOLIULUI - prof. univ. dr. MOISA ALTAR 59-92

Vom observa ca dacd xy =0 rezulta:

. (p—Rf)(B—A-Rf):O
A-sz—zB-Rf+C

de unde:

R, =E(R,)-R AR 28Ry +C G1)
PR TRRMIT R TR AR,

Din prima relatie din (30) rezulta ca structura portofoliului pietei este:

- ——0[u-r, ] (32)

iar rentabilitatea sa este:

1 _ _ _
T 1, T 1 T 1

. - . . . —_ .. . -e
Mo Xy 8- AR, Q [,U Q pu=Rp-p -Q ]

respectiv
C—-B-R
E\R,, )= T-x _— -7
(R )= - xy B4R, (33)

Din (33) rezulta:

2

E(Ry )-R; = P ,
~A-R,

iar din (22) rezulta ca riscul portofoliului pietei este:

A-R*-2B-R,+C
(;M:J S S (34)

Centralizand rezultatele avem:
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1 1
Xy =—"20Q —R;-e
MU B-AR, o=y
C-B-R
/
ERy )=—— 35
R)=5=7r, (35)
2
J4-RZ-2B-R;+C
Oy =
In cazul in care in formula (28) vom inlocui portofoliul Q cu portofoliul pietei M,
obtinem:
E\R,, )-R
E(Rp)=R, +Map (36)
: oy

Formula (36) reprezintd ecuatia dreptei fundamentale a pietei de capital

CML).

Vom arata ca dreapta CML este tangentd la frontiera Markowitz in punctul de
coordonate (E (R, ), o).

Intr-adevir, conform celor aritate in capitolul precedent (formula 85), panta

tangentei la frontiera Markowitz in punctul M este:

aE(RM)_ D oy
oo, VAT, 1 (37)
oy ——
A

Avem:

_ 2_l_A-Rf2—2B-Rf+C_ D 1
M A (B—A-Rf)z A B—A-Rf

si deci
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aE(RM)_\/E\/A-RfZ—2B-Rf+C.B—A-Rf
0o, V4

B—A-R, D
A
de unde:
OE(R,,) ;
—M/_|4-R.°-2B-R,+C
5o AR 2B R, (38)
Pe de alta parte avem:
A-R,>-2B-R, +C
/ f
E(R,,)-R, =
(R )R ==
de unde:
E(R,)-R, A-R’-2B-R,+C B-AR,
r_AR | y |
oy B-A-R, J4-R’>~2B-R, +C
si deci:
E(R,, )-R
(Ry) L= 4-R*-2B-R, +C (39)
O\ ’

Comparand (38) cu (39) rezulta ca

ER,)-F, _8(R,)

Oy oo,

(40)

si deci dreapta (36) este tangenta la frontiera Markowitz in punctul M.

Se observa ca dreapta (36) trece prin punctul (0, R 7 ), de unde concluzia:

LDreapta CML este tangenta la frontiera Markowitz dusa prin punctul

de coordonate (O,R f). Aceasta dreapta trece prin punctul M (portofoliul

pietei)”



TEORIA PORTOFOLIULUI - prof. univ. dr. MOISA ALTAR 62-92

O altd observatie importanta priveste structura unui portofoliu situat pe dreapta

CML.

Din formula (27), care da structura activelor cu risc n portofoliu:

1 1
XP: O'P'Q [,u—Rfe] (41)
2
JA-R?-2B-R,+C
rezulta:
B—A-Rf- o 1 -Qfl[,u—Rf-e]

xP: PX—
J4-R>~2B-R, +C B-A-R,

Tinand seama de prima si a treia formula din (35) rezulta:

_Op
xp=TPx 42)

Oy

Formula (42) arata cd vectorul xp (ponderea activelor cu risc in portofoliul P)

. . T ., O
este proportional cu vectorul Xx,,, coeficientul de proportionalitate fiind —r
Om
Pentru a calcula ponderea activului fara risc in portofoliul P vom porni de la

relatia (3”). Avem:

_ r. _1_%p 1 _4_0OP
xg=1-e xp—l—a—e Xy = - (43)
M M

T
deoarece e” x,, =1.

Asadar, rezulta urmatoarea concluzie:

.Un investitor care doreste sa-si formeze un portofoliu P situat pe

dreapta fundamentala a pietei de capital (CML) si care-si asuma un risc op

« . . 9 Op . . e e .
urmeaza a investi o pondere egala cu —P 4n portofoliul pietei si o pondere

Om
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o
egali cu 1— —P2_%n activul firi risc. El va obtine o rentabilitate egala cu cea

Oy

data de formula (36)”.

In vederea aplicirii teoremei celor doua fonduri mutuale pentru portofoliul pietei

M (capitolul I, paragraful 8) vom observa ca prima formuld din (35) se mai poate scrie:

AR,
xM :L. lQ_lu + _—/ . lQ_le
B-AR, \B B-AR, |\ 4

Notam cu:

AR

_ f
B-AR, “d

‘M

formula de mai sus se scrie:

Xy = Ay - Xy +(1—/1M)-xW 45)

unde portofoliile X, si Xy sunt cele definite in capitolul precedent (formulele (95) si

(96)).

Rezulta ca, daca investitorul nu gaseste pe piatd un fond mutual care sd aiba

structura portofoliului pietei, el va putea investi in fondurile mutuale X, si Xy, , alegand
ponderea A, , respectiv 1 — A, , unde 4;, este dat de formula (44). Asa cum s-a aratat
in paragraful 8 din capitolul precedent, daca nici fondurile mutuale xj; si Xy nu sunt

disponibile pe piatd, investitorul poate investi in oricare doud fonduri mutuale X si Xy

alegand ponderile corespunzatoare cu formula (106) din capitolul precedent.



TEORIA PORTOFOLIULUI - prof. univ. dr. MOISA ALTAR 64-92

4. Optimalitatea portofoliilor situate pe CML.

In acest paragraf vom presupune ca orice investitor rational este caracterizat de o

functie de utilitate de forma:
U= U(E(R ) apz) (45)
avand urmatoarele proprietati:

a) U > 0; 6U2
00,

OE(R,) <0 (46)

b) functia U este concava 1n ansamblul argumentelor.
Functia de utilitate U aratd modul in care investitorul percepe raportul dintre

rentabilitatea si riscul unui portofoliu.

Notand cu k o constantd oarecare, ecuatia
UER, ) op” )=k 47)

reprezinta o izocuantd in planul financiar din figura 1
O izocuanta este formata din totalitatea portofoliilor, respectiv a punctelor de
coordonate care asigura investitorului aceeasi utilitate. In figura 1 sunt reprezentate mai

multe izocuante ale functiei U.
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v

Figura 1

In acest cadru problema de optim a unui investitor este:

maXU(E(RP ),sz)
jop” = 2. 2 OlXiX; (48)
k=1j=1

n n
E(Rp)= X x . + (1 - Zxk]Rf
k=1 k=1

Vom ardta cd portofoliul optim pentru orice investitor, care reprezintd solutia

problemei (48), se afld in punctul de tangenta al izocuantelor functiei U cu dreapta CML

(fig. 2).
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izocuante

Frontiera
Markowitz

v

Figura 2

Intr-adevar, conditiile necesare de optim pentru problema (48) sunt:

2
0U_OEWR,), oU 8o, _ i, (49)
OE(R,) ox, 0o, Ox,
sau
2
oo, [ U 8U2 .aE(RP),k:I,n (50)
ox, 0E(R,)/ bc, X,

In formulele (50) valorile derivatelor sunt calculate in punctul de optim.

Intrucat raportul dat de cele doua derivate este o constanti corespunzand valorilor

derivatelor in punctul de optim, vom nota:
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. oU oU -0 .
OE(Rp) 0o p C2))

In acest caz, sistemul (50) devine:

oc,” . OE(R —
P =1 ( P), k=1,7’l (52)
ox, ox,
Este usor de aritat ca sistemul (52) este identic cu sistemul (9). In aceasta situatie

rezultd ca solutia problemei (48) este, la fel ca si in cazul problemei (4), datd de relatiile

(19) si (20).
In ceea ce priveste coeficientul de substituire:
,__ oU Jau
OE(Rp) / 0oy’ (53)

Valoarea acestuia va fi data de relatia (18), respectiv:

Y oU _ E(Rp)-R;
OE(Rp)/ 60, A-R;*~2B-R,+C

(54)

Inlocuind in (54), conform relatiei (22”):
B 1
p 2
J4-R>~2B-R, +C

o X[E(RP)_R‘;‘]

ecuatia (52) are o singurd necunoscutd, respectiv pe p = E(Rp).

Calculand pe p = E(Rp) rezultat din ecuatia (54) si inlocuind in relatiile (19) si
(20), solutia problemei de optim (48) este complet determinata.

Conform celor demonstrate in paragraful precedent solutia problemei de optim

(48) se va afla pe dreapta fundamentald a pietei de capital (CML), ceea ce trebuia

demonstrat.
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5. Aplicatie.

Vom presupune ca matricea de variantd-covariantd este aceeasi ca si 1n aplicatiile

precedente:

0,0576  —0,0134 0,0108
Q=|-0,0134 0,0196 -0,0151
0,0108 -0,0151 0,0324

iar vectorul rentabilitatilor este:
u=(0,170 0,110 0,1450)"
Dupa cum s-a mai calculat, avem:

A =1258,5473
B =33,4504
C=43624
D =8,9482
Vom presupune acum ca rentabilitatea activului fara risc este:

Aplicand formulele (35) rezulta ca portofoliul pietei M are urmatoarea structura:

x=(0.2062 0.4634 0.3304)

Cu alte cuvinte portofoliul pietei are in componenta sa x; = 20.62% din activul

unu, x; =46.34% din activul doi si x; =33.04% din activul trei.
Rentabilitatea portofoliului pietei este:
E(R,;)=13.39%
iar riscul acestuia este:

oy =6.68%
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Ecuatia dreptei fundamentale a pietei de capital este (CML) este, conform

formulei (34), urméatoarea:

0.1339-0.10

E(R»)=0.10
(Rp) T 0.0668

Op

respectiv:

E(Rp)=0.10+0.5077 -0 p
Vom presupune cd un investitor doreste sa-si asume un risc de
op =5.50%
In acest caz, rentabilitatea portofoliului P care va situat pe CLM este:
E(Rp)=12.79%
iar structura sa va fi:
xp=2L x=(0.1697 03813 0.2719)
Om

iar ponderea investitiei 1n activul fara risc este:
xg=1-22 =17.71%

Om
In cazul in care investitorul doreste si-si asume un risc egal cu o p = 9%, atunci

portofoliul sau va fi:

xp=(0.2776 0.6240 0.4449)
iar investitia Tn activul fard risc va fi:

Xy =—0.3465 = -34.65% (short selling)

Rentabilitatea noului portofoliu va fi:

E(R,)=14.57%
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TEORIA PORTOFOLIULUI

Capitolul lll - Modelul CAPM (Capital Assets
Pricing Model)

In acest capitol va fi analizat modul de formare a cursului de echilibru pe o piata

financiara. La baza analizei va sta modelul CAPM.

1. Echilibrul pietei financiare

Modelul CAPM permite evaluarea activelor financiare pe o piata in echilibru.

Echilibrul pietei financiare se caracterizeaza astfel:

E1: cursul fiecirei actiuni se stabileste astfel incat cererea sa fie egala cu

oferta

E2: fiecare agent se afld intr-o situatie de optim, respectiv el detine un

portofoliu optim.

In continuare va fi pusi in evidenta relatia dintre rentabilitate si risc, pe de o parte,
si echilibru, pe de alta parte.

Modelul CAPM porneste de la admiterea urmatoarelor ipoteze:

A. Ipoteze cu privire la piata financiara

Al. Piata financiara este perfecta.

A2. Modelul CAPM se refera la o piata financiara ce functioneaza pe u
orizont de timp determinat ( modelul CAPM este un model static).

Ipoteza A1 implica urmatoarele elemente:

1. Piata este de tip concurential.

Titlurile financiare sunt perfect divizibile.

Operatorii de pe piata au acces nelimitat la informatiile financiare.

Costurile pentru obtinerea informatiilor sunt nule.

A T

Cursurile de echilibru reflectd intreaga informatie existenta pe piata.
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6. Pe piatd coteaza active cu risc (actiuni) si active farad risc (bonuri de tezaur,
etc.)

7. Rentabilitatea activului fara risc este egald cu rata dobanzii pe piata monetara.
Rata activa a dobanzii este egala cu rata pasiva a dobanzii.

8. Reglementarile pietei permit operatii de tip short-selling.

9. Costurile de tranzactii bursiere sunt nule.

B. Ipoteze cu privire la operatorii de pe piata financiara

B1. Operatorii au un comportament optimal de tip Markowitz.

B2. Operatorii au acelasi tip de anticipari (anticiparile sunt omogene). Toti

operatorii de pe piatd au aceleasi anticipari cu privire la rentabilitatile si

riscul activelor financiare, precum si cu privvire la covarianta dintre acestea.

Ipoteza B2 se refera la informatia perfecta pe piata financiara .

Asa cum s-a ardtat in Capitolul II, pe frontiera portofoliilor eficiente (frontiera
Markowitz) se evidentiaza un portofoliu special denumit portofoliul pietei M, avand

urmatoarea structura (vezi formula 35 din Capitolul II):

1 ¥
X, =——2.Q —R.e 1
M= R, (4—Rye) (D
Rentabilitatea, respectiv riscul acestui portofoliu sunt:
ER.) C-BR,
S 2
DTy 2)

JAR2 =2BR, +C
~ B-4R,

€)

Oy

Asa cum se vede din formulele (1) — (3), atat structura portofoliului pietei, cat si
rentabilitatea si riscul acestuia depind in mod esential de rentabilitatea activului fara risc,
rentabilitate ce rezulta din echilibrul cererii si al ofertei pentru acest tip de activ.
demonstreaza urmatoarea proprietate importanta:

.Ponderea fiecirui activ cu risc in portofoliul pietei este egald cu

ponderea valorii capitalizate a activului (a firmei) in valorea capitalizati totald a

pietei”.
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Notand cu x," ponderea activului k in portofoliul pietei, conform celor de mai

sus rezulta:

PN
x][{V[ = kI/Vk . k :1,n (4)
unde:
W= Z;PJNJ 5)
j=

S-au utilizat urmatoarele notatii:

P, - cursul actiunii k pe piata
N, - numarul de actiuni ale firmei k

W — valoarea capitalizata a pietei

2. Modelul CAPM

In paragraful 11 al capitolului II, s-a dedus urmitorul model de evaluare a

activelor financiare:

,leRzeJrBETAx(Rp—RZ) (6)
unde:
QX
BETA = 2,; (7
O-P

Modelul de evaluare (6) are la baza portofoliul eficient P (numit ,,portofoliu
etalon”). Cu Z s-a notat portofoliul conjugat lui P.
Conform formulei (116) din capitolul I avem:
BR,-C
R, = _-Pr - (8)
AR, - B

Scriind modelul (6) pe componente, avem (vezi formulele 124 si 125 din capitolul

D):
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E(R)=E(R,)+BIERR,)-ER,)], k=Ln

unde coeficientul de volatilitate ,B r este dat de formula:

o —
_ O _
B.=—5, k=Ln
Op

Vom considera in continuare ca portofoliu etalon portofoliul pietei M.

Tinand seama de formulele 2 si 8, rezulta:
BE(R,,)-C
R, =—"""——
AE(R,,)-B
unde:
E(R.) C-BR,
Y7 B- 4R,
Efectuand calculele rezulta:

R, =R,

Cu acestea modelul CAPM devine (vezi formulele (6) si (7)):

MU= Rfe+ BETAx[E(RM)—Rf]
unde:
Q-x,

2
Oy

BETA =

Pe componente avem:

ER) =R, +p, - [ER,)-R,],

=
Il
—_
=

unde:

o

_%wm _

B.=—7, k=Ln
GM

)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

Coeficientul de volatilitate ,Bk reprezintd o mdsurd a riscului sistematic al

activului k.
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l In sistemul de axe de coordonate (B,E(R,)), ecuatia (13) reprezintd grafic o

dreaptd, numitd dreapta fundamentald a activelor financiare (SML - Securities

Market Line) — vezi fig.1.

E(R)

E(Rw)

R¢

v

fig.1

Tinand seama ca:
Ot =0, Oy P (15)
unde p,,, este coeficientul de corelatie dintre activul k si portofoliul pietei M.

Tinand seama de (15), relatia (14) se scrie:

By =—""Puw (16)

M

Tinand seama de de (16), modelul CAPM (13) se scrie:
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E(R.,)-R _
E(Rk)zRf+LakpkM, k=1n (17)
M
Notand cu:
E(R,)-R,
T=—--""
GM

Formula (17) se scrie:

E(R,) =R, +70, Py » k=I.n (18)

Marimea 7 reprezintd prima de risc.

Din formula (18) rezulta ca, pentru fiecare activ, prima de risc este proportionala
cu O, Py <0, sinucuintregul risc O  al activului.

Prima de risc va fi proportionald cu intregul risc 0, numai pentru acele active
care au coeficientul de corelatie cu portofoliul pietei M egalcu 1 (p,,, =1).

Vom presupune acum ca rentabilitatea activului k se calculeazd pe baza unei
ecuatii de regresie:

R, =a, +bR, +¢&, (19)

unde &, reprezinta abateri aleatoare. Despre &, se va presupune cd sunt normal
distribuite si:

a) E(¢,)=0

b) o <

¢) cov(R,,&,)=0

Coeficientii a, si b, se calculeaza utilizind metoda celor mai mici patrate. Din
statistica se stie ca:
b= cov(R,,R))

k 2
GM

(20)

Formula (20) pune in evidenta ca

b, =p, (21)
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Tinand seama de (21), formula (19) devine:
R =a,+pBR, +& (19%)
Aplicand formulei (19°) operatorul de variantd obtinem:
2 2 __ 2 2
o =pfjo, +0l, @)

Formula (22) pune in evidenta faptul ca varianta (riscul) unui activ k se poate

descompune in doud componente:

e Riscul sistematic: 3,0,

e Riscul nesistematic (diversificabil): O,

Riscul nesistematic (diversificabil) nu este platit de o piatd financiara in echilibru.
In incheierea acestui paragraf vom prezenta modul in care modelul CAPM poate
fi utilizat pentru evaluarea cursului de echilibru al unei actiuni.
Conform formulei (1) din Capitolul I avem:
_ (Pl —k 0) +D,

R 23
k P (23)

unde P, si P, reprezintd cursul actiunii la momentele t = 1, respectiv t = 0, iar D,
reprezintd marimea dividendului.

Formula (23) se mai scrie:

P+D

0
Aplicand operatorul de anticipare avem:

E(R,) =P%[E<R)+E(Dl>]—1

0

(25)
de unde:

_ER)+EMD)
1+ E(R)

0

Tinand seama de formula (13) obtinem:

_ E(P)+E(D,) 26)
" 1+R, +BIER,)-R,]
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Formula (26) arata ca pretul de echilibru P, este suma dintre pretul anticipat P, si

dividendul anticipat, actualizat cu ajutorul coeficientului de actualizare:

- 1
1+R, +BIER,)-R,]

27)

3. Aplicatie:

Vom continua aplicatia din capitolul precedent, unde s-a considerat ca

rentabilitatea activului fara risc este:
R, =10%
Potofoliul pietei M este:
x,, =(0.2062 0.4634 0.3304)
Rentabilitatea, respectiv riscul portofoliului pietii, sunt:
E(R, )=13.39%,0, =6.68%
Vectorul coeficientilor de covariantd dintre active si portofoliul pietei este:
Q-x, =(0.0092 0.0013 0.0059)
iar varianta portofoliului pietei:
o., =0.0045
Vectorul BETA este:
Q-x,

==
Oy

BETA =

(2.0628 0.2947 1.3261)

respectiv:

B, =2.0628, B, = 0.2947, B, =1.3261

Vom presupune acum ca pentru activul 1 pretul viitor anticipat este:

E(R) =110u.m.

1ar marimea anticipatd a dividendului este

E(D,)=Tu.m.
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Stiind ca volatilitatea activului 1 este S, = 2.0628, aplicand formula (26) rezulta
urmatorul curs de echilibru:

110+7

F, = =100.006
1+0.10+2.0628(0.1339-0.10)

Asadar, in conditiile date, cursul de echilibru prezent al activului 1 este 100.006.
In cazul in care cursul va fi mai mare decit 100.006, va rezulta ci activul este
supraevaluat, si deci operatorii vor fi interesati sd vanda activul, pana cand cererea si
oferta vor aduce pretul activului la valoarea sa de echilibru.

Invers, daca cursul pe piatd va fi mai mic decat 100.006, va rezulta ca activul este
subevaluat. In aceasta situatie, operatorii de pe piatd vor fi interesati sa cumpere activul.

Vom presupune acum ca rentabilitatea activului fara risc scade de la R, =10% la
R, =8%.

Dupa cum se stie, in acest caz se va reduce cursul tuturor activelor de pe piata.

In noua situatie portofoliul pietei va fi:

x,, =(0.1671 0.4946 0.3293)"

iar rentabilitatea, respectiv riscul portofoliului pietei vor fi:

E(R,)=13.21%,0,, =6.39%

Coeficientii de volatilitate vor fi:

B, =1.7278, B, =0.5759, B, =1.2479

Presupunind ca anticiparile pentru pretul viitor, respectiv pentru dividendul
activului 1 sunt aceleasi ca mai sus, respectiv E(F,) =110u.m., E(D,) = Tu.m., aplicarea

formulei (26) arata ca:

. 110+7 ~
* 7 14+0.08+1.7278(0.1321-0.08)

99.99
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TEORIA PORTOFOLIULUI
Capitolul IV - Obligatiuni

Obligatiunile ocupa o pondere importanta pe pietele de capital dezvoltate, iar
rentabilitatea acestora depaseste adesea rentabilitatea actiunilor.

in portofoliul de active financiare al unor investitori institutionali obligatiunile
detin o pondere foarte mare. Printre acestea mentiondm in primul rand fondurile private
de pensii, institutiile de asigurari, s.a.

Desi obligatiunile sunt numite adesea “active fard risc”, ele au cel putin doud
tipuri de risc, respectiv:

= riscul de rata a dobanzii;

= riscul de rentabilitate;

In plus, obligatiunile corporative au si asa numitul risc de faliment, respectiv
riscul ca emitentul sd nu poatd sd-si onoreze obligatiile asumate atunci cand a facut

emisiunea de obligatiuni.

In cadrul acesui capitol vor fi abordate urmitoarele probleme:
Modul de evaluare a unei obligatiuni;

2. Tipurile de rentabilitati ale unei obligatiuni care sunt importante pentru
investitori;

3. Conceptul de ,,duratd” al unei obligatiuni, modul de calcul si factorii de care
depinde marimea acestui indicator;

4. Conceptul de ,,convexitate” al unei obligatiuni, modul de calcul si factorii de care
depinde marimea acestui indicator;

5. Utilizarea duratei si a convexitatii in managementul porofoliului de obligatiuni.
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1. Evaluarea unei obligatiuni
Vom utiliza urméatoarele notatii:

F - valoarea nominala a obligatiunii (in engleza ,,face value” sau ,,par value” sau

»value at maturity”);

C

.- valoarea cuponului pentru anul t;

P - valoarea de piatd a obligatiunii;

T - numarul de ani pana la scadenta (maturitatea) obligatiunii;

fo. - valoarea estimata (asteptatd) a ratei dobanzii pentru o obligatiune emisd in anul

t cu scadenta peste un an;

Principiul general de evaluare al oricarui activ financiar este urmatorul:

.Valoarea de piatid a unui activ financiar pe o piati in echilibru este egala cu

valoarea actualizata a tuturor veniturilor pe care activul le genereaza”.

Tinand seama de cele de mai sus, se poate scrie:

u C F
T M)
T+ s T10+7)

In cazul in care avem:

f0,1:f0,2:"':f0,T:f 1)
formula (1) devine:

T F
Py ey ®

~
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Formula (2) reprezintd formula obisnuitd de actualizare, utilizdnd o ratd a dobanzii
r=f.
Pentru o obligatiune, indicatorii de rentabilitate cel mai des utilizati de catre

investitori sunt urmatorii;

oqe ~ C’t
» rentabilitatea curenta: Rc,t = —

P

* rentabilitatea la maturitate (,,yield to maturity”): y.

Marimea lui ) se calculeaza ca solutie a ecutiei:

r C F
P=3 — T
=1+ d+y)

3)

Trebuie observat ca desi formulele (2) si (3) par identice, din punct de vedere

financiar ele diferd fundamental. In timp ce in formula (2) se considera ci investitorul a

realizat o prognoza pentru rata dobanzii f si pe baza acesteia calculeaza pretul ,,corect”

P pe care-l poate acorda pentru obligatiune, in formula (3) marimea lui P este considerata
cea datd de piata. Pe baza cunoasterii pretului P, investitorul calculeazd necunoscuta y,
respectiv rentabilitatea la scadenta.

Rezulta ca rentabilitatea la scadentd, ), reprezintd o ,ratd a dobanzii” care
utilizatd pentru actualizare conduce la egalitatea dintre pretul platit si valoarea actualizata

a veniturilor obtinute.

In continuare vom presupune ci toate cupoanele au aceeasi valoare, respectiv:
C,=C,=..=C;=c-F @)

unde cu ¢ s-a notat rata cuponului.

In acest caz, formula (3) devine:

T 1 (5)

P=F|c)

+
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Tinand seama de formula care da suma unei progresii geometrice:
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formula (5) devine:
1-v"
P=F {c +v! } (6)
y
Cu v s-a notat factorul de actualizare:
- (7)
I+y
Formula (6) se mai poate scrie:
P ¢
== [ Ty ®)

y

Din formula (8) rezultd urmatoarele concluzii importante:

a) dacd c=y atunci P =F', respectiv pretul este la paritate.

b) dacd ¢ <y atunci P < F', respectiv avem subparitate;

c) dacd ¢ >y atuci P> F', respectiv avem supraparitate.

In ceea ce priveste calculul efectiv al lui y, in principiu acesta se face pe baza

ecuatiei (8), care se mai poate scrie astfel:
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Dupa aducerea la acelasi numitor si dezvoltarea lui (1 + y)T , ecuatia (8’) devine

o ecuatie de gradul T. Aceasta ecuatie este, in principiu, greu de solutionat. De aceea, s-a
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dedus urmatoarea formula care aproximeaza destul de bine solutia ecuatiei (8’) care

reprezinta rentabilitatea la scadenta:

C+F_P
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unde C este valoarea cuponului respectiv:

C=c-F (10)

APLICATII

1. Vom presupune ci o obligatiune are urmitoarele caracteristici:
= rata cuponului: ¢ =8%;
» scadenta: T =10 ani;
= valoarea nominala: 1000 u.m.

Vom presupune ca pretul de piata al obligatiunii este 900 u.m.

Conform formulei (9) avem:

0,08 10