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1. Definitie, evolutie, clasificare

Evolutia produselor pentru managementul riscului a consemnat generatii succesive de

Instrumente.

Prima generatie de produse consta in instrumente derivate de baza: contracte forward si optiuni.
Acestea sunt tranzactionate pe diferite piete: burse de valori/marfuri (contractele futures) sau
piete OTC (contracte swap). Aceste instrumente de baza faciliteaza transferul ,,traditional” al
riscului: utilizate in conjunctie cu tranzactiile spot permit separarea si redistributia riscului de

piata a instrumentelor financiare.

A doua generatie de produse pentru managementul riscului consta in ,,impachetarea”/structurarea
contractelor forward si optiunilor, clasele specifice de instrumente folosite fiind:

= combinatii de contracte forward/optiuni;

= combinatii de optiuni;

= gstructuri hibride.

Produsele acestei generatii sunt construite folosind instrumente din prima generatie, in vederea
indeplinirii urmatoarelor obiective:
= customizarea profilului de risc pentru a reduce dificultatile utilizarii contratelor forward
traditionale care elimind oportunitatea utilizatorului de a beneficia de miscarile favorabile
ale activului suport;
» reducerea primei platite/costului hedging-ului — realizatd prin vanzarea/cumpararea a
unor combinatii de optiuni;
= posibilitatea crearii unui leverage superior prin utilizarea unor combinatii de optiuni;

» hedging-ul unor fluxuri incerte de numerar — realizat prin utilizarea unor structuri hibrid.

A treia generatie de produse de risc management sunt contractele derivate exotice, instrumente

care variaza unul sau mai multe elemente ale structurii unei optiuni.

Astfel, aceste instrumente sunt definite (Das, 2004) ca fiind orice optiune pentru care cel putin

una dintre caracteristicile sale, incluzdnd determinarea/calculul pretului de exercitiu,



caracteristicile payoff-ului, plata primei, mecanismele de activare/expirare, diferda de optiunile

standard call si put sau pentru ca activul suport implicd o combinatie de sau mai multe active.

Optiunile exotice sunt considerate un instrument important in managementul riscului de piata.
Interesul crescut pentru aceste structuri reflectd atat dezvoltarea pietei de instrumente derivate cat

si cresterea cererii de structuri customizabile pentru managementul riscului si hedging.

Importanta derivativelor exotice deriva din faptul ca:
= optiunile exotice maresc gama de instrumente utilizate In managementul/transferul
riscurilor;
= optiunile exotice creeaza probleme unice in ceea ce priveste evaluarea si hedging-ul
acestora, ceea ce conduce la dezvoltarea teoriei privind evaluarea si hedging-ul a
optiunilor in general;
= optiunile exotice furnizeazd informatii noi privind dimensiunile riscului, cum ar fi

corelatia/covarianta sau hedging-ul unor fluxuri de numerar cu grad redus de certitudine.

Principalii utilizatori ai acestor produse sunt:
= investitorii/managerii de portofolii;
= institutiile nefinanciare;
= trader-ii de contracte derivate;
* institutii financiare;
iar principalele aplicatii ale acestor instrumente sunt:
= managementul riscului;
= imbundtétirea randamentului unui portofoliu;
= tranzactionarea/luarea de pozitii pe un anumit activ;
= construirea de produse structurate;

= strategii de reducere a primei produselor derivate.

Principalele tipuri de optiuni exotice sunt:
=  Optiuni dependente de traiectoria activului suport (optiuni path dependent) — optiuni
caracterizate prin payoff-uri care sunt o functie a traiectoriei particulare urmata de activul
suport pe durata de viatd a optiunii. Traiectoria activului suport determind nu numai

payoff-ul ci si stuctura optiunii. Aceasta categorie de optiuni include:



0 Optiunile asiatice;
0 Optiunile lookback;
0 Optiunile ladder.

= Optiuni dependente de timp (optiuni time dependent) — caracterizate prin faptul ca
cumpardtorul acestor structuri are dreptul de a modifica o caracteristica a optiunii la un
anumit moment in timp (la date prestabilite) inainte de expirarea optiunii. Aceasta
categorie de optiuni include:

0 Optiuni chooser;
0 Optiuni forward start;
0 Optiuni cliquet.

* Optiuni dependente de limita (optiuni limit dependent) — optiuni ce incorporeaza un
mecanism prin care contractul este activat sau dezactivat functie de nivelul activului
suport. Aceste optiuni sunt cunoscute ca bariere.

=  Optiuni cu payoff-ul modificat — cele mai cunoscute optiuni din aceasta categorie fiind
cele binare/digitale.

*  Optiuni multifactor — optiuni care implica un profil al payoff-ului bazat pe relatia dintre
mai multe active. Cele mai reprezentative optiuni din aceasta categorie sunt:

0 Optiunile compuse (optiuni pe optiuni);

Optiunile basket;

Optiunile de schimb (optiunile exchange);

Optiunile quanto;

Optiunile pe spread,

O O O O O

Optiunile curcubeu (optiunile rainbow).

In general, pentru evaluarea optiunilor exotice este adoptati o strategie bazati pe doud niveluri:
= adaptarea modelului Black-Scholes-Merton in cazurile in care acesta este fezabil;
= utilizarea de metodelor numerice/simulare in cazurile in care modelul Black-Scholes-

Merton sau o variantd a acestuia nu pot fi aplicate.

Acolo unde modelul Black-Scholes-Merton poate fi aplicat, optiunile exotice sunt evaluate fie
prin ajustarea formulei acestui model, fie prin impartirea optiunilor in componente care pot fi

evaluate in acest cadru.



Pentru anumite instrumente, in special pentru optiunile path dependent modelul Black-Scholes-

Merton nu poate fi utilizat. In aceste cazuri, una din urmatoarele abordari este utilizata:

= Modelul binomial. Aceastd abordare necesita specificarea unui proces specific de
evolutie a pretului activului suport si modelarea acestei evolutii in timp, apoi, utilizand
metode iterative (numerice) este estimata valoarea optiunii pornind de la maturitate cétre
momentul initial. Metodologia constd in modelarea pretului activului de baza printr-o
structurd binomiald, iar mai recent printr-o structura trinomiald/multinomiald care este
apoi  rezolvatd prin proceduri de programare matematicd.  Structurile
binomiale/multinomiale standard sunt ajustate pentru a lua in considerare structura la
termen a ratelor dobanzii pentru a permite payoff-urilor sa fie actualizate utilizand diferite

rate de actualizare la diferite momente in timp.

= Solutie analitici — care presupune determinarea pretului optiunii prin rezolvarea unei

ecuatii diferentiale partiale pe care contractul optiunii exotice o satisface.

» Tehnici de simulare — care folosesc simularea Monte Carlo pentru generarea unor
traiectorii aleatoare ale pretului activelor financiare care sd simuleze comportamentul
pretului activului in timp. Pe baza acestor simuldri se determind valoarea asteptatd a
optiunii. Atunci cand este generat un numar mare de simuldri, este posibild generarea

distributiei valorii optiunii.

e Tehnici de aproximare — care implica estimarea valorii optiunii exotice pe baza legaturii

acestora cu o problema similara care are un raspuns cunoscut.
2.0ptiuni dependente de traiectoria activului suport

2.1. Optiuni asiatice

Acestea sunt optiuni al caror payoff depinde de media pretului activului suport, medie calculata
pe o perioada de timp si la o anumita frecventa specificate in contract, in cadrul duratei de viata a

optiunii. Media poate fi aritmetica sau geometrica.

Cele mai importante tipuri de optiuni asiatice sunt:



unde:

Optiuni cu pret de exercitiu fix sau ratd medie (optiuni fixed strike sau average rate) —
optiuni pentru care cumparatorul unui call primeste la maturitatea contractului maximul
dintre diferenta dintre media pretului activului suport si pretul de exercitiu i zero:
call: max[ AA(n) — K,0]
Optiuni cu pret de exercitiu aleator/mediu (optiuni floating/average strike) — optiuni
pentru care cumparatorul unui call primeste la maturitatea optiunii maximul dintre
diferenta dintre pretul spot la maturitatea contractului si media pretului activului suport si
Zero:
call: max[S; — AA(n),0]
Optiuni cu medie dubla (optiuni double average), care sunt o combinatie intre optiuni
average rate si optiuni average strike:
0 pretul de exercitiu nu este fixat la momentul tranzactiei, ci este determinat ca
medie unui anumit numar de observatii pe o anumita perioada prespecificata;
0 payoff-ul optiunii este bazat pe diferenta dintre pretul de exercitiu descris mai sus
si pretul mediu al activului calculat pe o perioada diferita decat in cazul pretului

de exercitiu.

S; reprezinta pretul spot la maturitatea optiunii;

AA(n) - media activului suport;

K — pretul de exercitiu al optiunii.

Optiunile asiatice sunt utilizate in toate clasele de active, dar in mod special pe pietele valutare si

de marfuri, unde structura bazata pe medii faciliteaza hedging-ul unei serii de cash flow-uri.

Principalele caracteristici ale acestui tip de optiuni sunt:

abilitatea de a realiza hedging-ul unei structuri regulate sau neregulate de cash flow-ri;
primd mai mica decét o optiune standard datorita faptului ca volatilitatea activului suport
al optiunii (media pretului unui activ) este mai mica decat volatilitatea acestui activ;
stabilitatea payoff-ului — modificarile bruste si de mare amploare ale pretului activului,
mai ales in apropierea scadentei au un impact redus asupra profitului/pierderii din

contractul unei optiuni average.



In evaluarea optiunilor asiatice trebuie tinut cont de:
= dependenta de traiectoria activului, tipul de medie folosit (aritmetic sau geometric),
distributia pretului mediu;
= faptul ca procesul nu este continuu — media este calculata in timp discret;

* media poate sa nu fie calculata pe toata durata de viata a optiunii.

In cazul in care cursul mediu al optiunii este calculat pe baza unei medii geometrice, este
posibild evaluarea prin metode analitice a pretului optiunii — datoritd faptului ca produsul unei

serii aleatoare de variabile lognormale este o variabila lognormala.

Dar daca optiunea se bazeaza pe medie aritmetica, nu este disponibild calcularea pretului optiunii
prin metode analitice — deoarece media aritmetica a unei serii de variabile lognormale nu este o
variabild lognormala iar distributia acesteia nu este cunoscuta. Cea mai utilizatd metoda in acest
caz este aproximarea acestei distributii de probabilitate. Pretul optiunii este calculat apoi pe baza

acestei distributii.

Cel mai utilizat procedeu consta in calcularea primelor doud momente ale distributiei de
probabilitate ale mediei aritmetice, presupundnd ca aceasta distributie este lognormala. Aceasta
abordare necesitd ca media si varianta ale distributiei reale sd fie calculate utilizand relatii
recursive. Distributia reald este apoi aproximata utilizand o transformare Edgeworth a seriei intr-
o functie de densitate lognormala cu media §i varianta egale cu momentele calculate pentru

distributia reald. Acest procedeu permite utilizarea solutiei analitice.

In practica modelul utilizat este cel propus de Levy si Turnbull (1991). Conform acestui model

primele pentru o optiune call si put average rate sunt:

C=e"[F-N(d,)-K-N(d,)]
P=e"[K-N(-d,)~ F - N(d,)]
unde:
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unde:

C reprezinta pretul optiunii call
P — pretul optiunii put

S — pretul spot al activului

K — pretul de exercitiu al optiunii

o — volatilitatea activului

t — timpul ramas pana la expirarea optiunii

I —rata dobanzii
y — venitul adus de activ

M, — primul moment al distributiei

M, —al doilea moment al distributiei.

2.2. Optiuni look-back

Optiunile look-back reprezinta o variatie a optiunilor traditionale, care permite cumparatorului sa
nominalizeze la scadenta acestora pretul de exercitiu al optiunii. Ca urmare a acestei
caracteristici, aceste optiuni au o valoare mai mare decat cea a unei optiuni clasice, valoare care

se traduce printr-o prima mai ridicata.

Principalele aplicatii ale acestor optiuni sunt:

= Hedging-ul — optiunile look-back permit obtinerea celui mai bun pret, caracteristica ce

poate fi atractiva in perioadele cu volatilitate Tnalta.

|



Speculatia — aceste optiuni pot fi atractive in perioadele cu volatilitate sau incertitudine
ridicata. Datoritd ajustdrii automate a acestei optiuni, volatilitatea ridicatd ar permite
speculatorului sa beneficieze de miscarile favorabile ale pretului activului suport.

Separarea dintre decizia de investitie de decizia privind schimbul valutar — optiunile look-
back permit decuplarea celor doua prin faptul cd aceste optiuni elimina necesitatea

alegerii momentului intrarii pe o anumita valuta.

Principalele avantaje oferite pentru hedging de aceste optiuni sunt:

Permite un hedging optim — elimind necesitatea unui management continuu al strategiei
de hedging si cumparatorul acestei optiuni are garantatd performanta optima (maxima) a
strategiei. Ca urmare, utilizarea acestei optiuni eliminad necesitatea alegerii momentului
de intrare in strategia de hedging.

Aceste optiuni permit tranzactii cu o frecventd mai redusd decdt in cazul utilizarii
optiunilor clasice, cumparatorul eliminand nevoia inlocuirii optiunilor care au devenit
deep out-of-the-money datorita evolutiei pretului activului suport. Optiunile look-back
inlocuiesc automat si in mod continuu optiunile out-of-the-money cu optiuni at-the-

money.

Payoff-ul unei optiuni look-back este determinat nu numai de pretul activului suport la scadenta

optiunii dar si de minimul sau maximul pretului acestui activ suport pe durata de viata a optiunii.

Optiunile look-back sunt clasificate in:

Optiuni look-back cu pret de exercitiu variabil (optiuni floating strike look-back) — pentru
care payoff-ul se determind ca diferenta intre pretul spot la scadenta optiunii si pretul
minim al activului suport pe durata de viatd a optiunii (in cazul optiunii call) sau ca
diferenta pretul maxim si pretul spot la scadenta (in cazul optiunii put).

Optiuni look-back cu pret de exercitiu fix (optiuni fixed strike look-back) — pentru care
pretul activului suport la scadenta optiunii este inlocuit cu pretul minim sau maxim al
activului suport pe durata de viatd a optiunii.

Optiuni look-back partiale (sau fractionale) — care sunt similare cu optiunile standard

look-back, dar in cazul acestora numai un anumit procentaj din valorile extreme ale
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pretului activului suport sunt monitorizate pe parcursul unor subseturi de perioade din

durata de viata a optiunii.

Aceste optiuni sunt evaluate prin
* metode numerice (modele binomiale sau simulari Monte Carlo) care genereaza traiectorii
ale activului de baza (Hull si White 1993, Kat, 1995)
* modele matematice deduse pe baza modelului Black-Scholes (doar pentru optiunile de tip

european) (Hull 2000).

Modelele numerice permit incorporarea si a structurii la termen si volatilitatii ratelor de dobanda

si de asemenea si a structurii la termen si Smile-ului volatilitatii.
2.3. Optiuni ladder

Caracteristica acestor optiuni este ca pretul de exercitiu este resetat periodic in mod automat si
valoarea intrinseca garantatd atunci cand pretul activului de baza se tranzactioneaza la sau peste

anumite niveluri.

Principala atractie a acestui tip de optiune este conservarea automata a castigurilor rezultate din

evolutia pretului activului suport, ceea ce creste probabilitatea exercitarii optime a optiunii.

Principalele caracteristici ale optiunii sunt:
= nivelurile de pret ale activului suport la atingerea carora valoarea intrinseca a optiunii se
conserva;
= frecventa de observare a pretului activului suport;

= perioada, pe durata de viatd a optiunii cand nivelurile de pret opereaza.

Payoff-ul acestui tip de optiuni este:

Call: Max(0,S,, - K, L, —K)

Put: Max(0,K -S_,K - L)

unde:

K reprezinta pretul de exercitiu al optiunii;

S,, - pretul spot al activului suport la maturitatea optiunii;

11



L, - cel mai mare (scazut) nivel (specificat In contractul optiunii) de pret al activului suport atins

pe perioada de existentd a optiunii.
2.4. Optiuni shout

Optiunile shout sunt o variatie a optiunilor ladder care permit cumparatorului sa selecteze in mod
activ payout-ul minim al optiunii si in acelasi timp sa beneficieze de evolutiile favorabile viitoare
ale pretului activului suport. Astfel, pe intreaga durata de viatd a optiunii, cumparatorul poate
conserva valoarea intrinseca curenta a optiunii. Optiunile shout pot fi structurate cu una sau mai
multe oportunitati de garantare a valorii intrinseci curente. De asemenea perioada in care

cumpdratorul optiunii poate opta asupra valorii intrinseci garantate poate fi limitata.

Payoff-ul acestui tip de optiuni este:

Call: Max(0,S,, —-K,S" —K)

Put: Max(0,K —S,,K —S")

unde:

K reprezinta pretul de exercitiu al optiunii;

S,, - pretul spot al activului suport la maturitatea optiunii;

S” - pretul activului suport nominalizat de citre cumparitor.
2.5. Optiuni swing

Optiunile swing reprezintd un pachet de optiuni europene dar numarul total de optiuni care pot fi
exercitate este inferior numarului de optiuni cumpérate — cumparatorul are optiunea de a exercita
anumite, dar nu toate optiunile cumparate, castigul fiind reducerea costului pachetului de optiuni

cumparate.

Cele mai multe aplicatii ale acestui tip de optiuni sunt pe pietele de marfuri si monetare. De
exemplu in cazul pietelor monetare, o aplicatie a acestui tip de optiune este optiunea swing pe
rata dobanzii (sau optiunea cap flexibild) — care consta intr-o optiune cap pentru care numai un

numar limitat de caplet-uri (inferior numarului total de caplet-uri) poate fi exercitat.

12



Evaluarea acestor optiuni se realizeaza in general prin metode numerice (modele binomiale si

simulari Monte Carlo).
3.Optiuni dependente de timp

3.1. Optiuni forward-start

Optiunile forward-start sunt optiuni care incep sa functioneze la o datd prestabilita iar pretul lor

de exercitiu este pretul spot al activului suport la momentul activarii optiunii.

Aceste optiuni sunt utilizate in special pe piata monetara — optiuni forward-start pe rata dobanzii,
denumite si optiuni cap si floor periodice — pentru care pretul de exercitiu al fiecarui caplet si
floorlet se stabileste la inceputul fiecarei perioade, de obicei aplicandu-se o marja ratei dobanzii

spot.
Principala atractie a acestor optiuni este costul redus al acestei structuri.

Evaluarea acestor optiuni se realizeaza atat prin solutii analitice cat si numerice (modele

binomiale si simuldri Monte Carlo).
3.2. Optiuni cliquet

Aceste optiuni (denumite si optiuni ratchet sau reset) sunt o variatie a optiunilor ladder si permit
cumpardtorului sd conserve valoarea intrinsecd a optiunii la o datd prestabilita. Astfel,
cumparatorul are garantat un payoff minim, calculat la data prestabilita, indiferent de evolutia
ulterioara a activului suport pana la maturitatea optiunii (de exemplu, cumparatorul unei optiuni
one-clique are payoff-ul determinat ca diferenta dintre pretul spot al activului suport la un anumit

moment prespecificat, Tnainte de maturitatea optiunii, si pretul de exercitiu).

Payoff-ul unei optiuni cliquet este:
Call: max(0,S,, - K,S; = K)
Put: max(0,K -S,,K-S;)

unde:

K reprezinta pretul de exercitiu al optiunii,
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S,, - pretul spot al activului suport la maturitatea optiunii,
S, - pretul spot al activului suport la momentul predeterminat la care se calculeaza (si conserva)

valoarea intrinseca a optiunii.

Principalele caracteristici structurale ale optiunilor cliquet sunt:
* numarul de date la care se conserva valoarea intrinseca a optiunii;

= frecventa de observare a pretului activului suport.
Valoarea optiunii cliquet este calculata prin metode numerice sau simulare Monte Carlo.
3.3. Optiuni chooser

La momentul tranzactiei cumpardtorul si vanzatorul unui asemenea contract stabilesc activul
suport pretul de exercitiu, scadenta si prima optiunii. Cumparatorul selecteazd tipul optiunii

(put/call) pana la/la o data prestabilita, inainte de expirarea optiunii.

Aceste structuri sunt utilizate, pe pietele valutare, de marfuri si actiuni, principalele aplicatii
fiind:
» Tranzactionarea in conditii de volatilitate extrema a pietei, optiunile chooser permitand
expunere la un cost mai mic decat un straddle.

= Hedging-ul in cazul in care directia expunerii nu este cunoscuta.

Evaluarea optiunilor chooser porneste de la ipoteza ca payoff-ul acestor optiuni va fi maximul

dintre valoarea unui call si a unui put:

Max (C, P),

unde:

C reprezinta valoarea unei optiuni call cu pretul de exercitiu K si timpul pana la expirare t,
P — valoarea unei optiuni put cu pretul de exercitiu K si timpul pand la expirare t,

t" - data la care cumpdritorul trebuie si opteze intre call si put,

S, - pretul activului suport la momentul t".

Presupunand ca:

I este rata dobanzii pana la expirarea optiunii,

14



y — venitul adus de activul suport,

si utilizand paritatea put call, valoarea optiunii chooser poate fi scrisa:
max(C, P) = max(C,C + Ke™" ") -5 .e7/"")
=C+e”"") max(0,Ke " —5 )
b t"
ceea ce arata ca optiunea chooser poate fi replicata:

= cumparand o optiune call cu pretul de exercitiu K si timpul pana la maturitate t,
» cumpirand e optiuni put cu pretul de exercitiu Ke™"“si timpul pand la

maturitate t*.

Astfel, valoarea unei optiuni chooser poate fi calculata ca valoarea cumulata a doua optiuni

(folosind modelul Black-Scholes-Merton sau binomial)
4.0Optiuni dependente de limita — optiuni bariera

Optiunile bariera sunt printre cele mai tranzactionate optiuni exotice, fiind utilizate in majoritatea
claselor de active, dar in special pe pietele valutare, monetare si de actiuni. In totalul tranzactiilor

cu derivate exotice, tranzactiile cu optiuni bariera si derivate ale acestora ocupa 60 — 70 la suta.

Optiunile bariera sunt similare cu cele europene cu conditia ca, daca pe parcursul vietii optiunii,
un anumit nivel (barierd) al pretului activului suport este atins, atunci optiunea este fie activata

(knock in), fie expira (knock out).

Barierele pot fi:
" americane sau europene,
= partiale — atunci cand opereaza numai pentru o perioada, care este mai scurtd decat timpul
pana la maturitate al optiunii,
= discontinue — atunci cand bariera opereaza numai la anumite date prestabilite,

= simple — o singura barierd/duble — doua bariere.

Functie de tipul barierei §i pozitia acesteia fatd de cursul spot optiunile bariera sunt:
= Knock in/knock out — pentru care barierele sunt out of the money — sub pretul de exercitiu

pentru optiunile call, peste pretul de exercitiu pentru optiunile put. Pentru optiunile knock
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out daca bariera nu este atinsd sau pentru optiunile knock in daca bariera este atinsa
payout-ul este similar cu cel al unei optiuni europene; in caz contrar este zero.

Reverse knock in/reverse knock out — pentru care barierele sunt in the money — peste
pretul de exercitiu pentru optiunile call, sub pretul de exercitiu pentru optiunile put.
Pentru optiunile reverse knock out daca bariera este atinsa, valoarea optiunii este zero si
in cazul in care bariera nu este atinsd payout-ul este identic cu cel al unei optiuni
europene; iar pentru optiunile reverse knock in, daca bariera este atinsa payout-ul este

identic cu cel al unei optiuni similare europene, si zero 1n caz contrar.

Functie de tipul barierei (in sau out) si pozitia acestuia fata de cursul spot, optiunile bariera mai

sunt denumite:

up and in,
up and out,
down and in,

down and out.

In determinarea evenimentelor (atingerea/neatingerea barierei) principale probleme includ:

Perioada in care se observa pretul activului suport. Anumiti traderi restring aceasta
perioada la orele normale de tranzactionare (iar preturile din afara acestei perioade sunt
ignorate), iar alti traderi observa preturile din orice moment (teoretic si preturile din zilele
nelucratoare) pentru a determina daca bariera a fost atinsa.

Preturile cotate/tranzactionate — evenimentul se bazeazd pe un pret cotat (dar
netranzactionat) sau numai pe un pret tranzactionat efectiv.

Volumul tranzactiei — anumiti dealeri pot specifica un anumit volum al tranzactiei pentru
ca bariera sd fie considerata atinsa.

Tranzactii interne/externe — dacad pentru ca bariera sa fie considerata atinsd, tranzactia
poate fi si internd (intre doua entitati ale aceluiasi grup) sau trebuie ca cel putin una din
parti sa fie o contrapartida externa.

Tranzactiile 1n afara pietei — daca tranzactiile realizate in afara pietei se iau In considerare
in determinarea evenimentelor.

Partea care certifica atingerea barierei.
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= Cerintele de verificabilitate — posibilitatea ca ambele parti sd poatd verifica atingerea

barierei.

Principalele aplicatii ale acestor optiuni sunt:

» Hedging-ul structurat — realizarea unui hedging care sa se potriveasca expunerii
contrapartidei;

= Restructurarea unui hedging existent.

Payoff-ul optiunilor bariera poate fi scris:

= down and in call (w=1)/put (v =-1)
max{eS(t")- wK,0][ SE)>H,S(T)<H,t<T <t}
sau
Rm(z) dacd S(t)>H si S(T)>H pentrutoti t <T <t

= upandincall (0=1)/put (w=-1)
max{@S(t")- oK .0]| SE)< H,S(T)2 H,t<T <t'}
sau
RM(z) dacd S(t) < H si S(T)<H pentru toti t <T <t'

= down and out call (w=1)/put (@ =—1)
max{@S(t")- oK.0]| SE)> H,S(T)> H, pentru_toti _t<T <t'}
sau
R(T) daci S(t)>H si S(T)<H pentru t<T <t’

= upandoutcall (w=1)/put (w=-1)
max{@S(t")- oK.0]| S(t)< H,S(T)< H, pentru_toti _t<T <t}
sau

R(T) daca S(t)<H si S(T)>H pentru t<T <t~

unde:

S(t) reprezintd pretul spot al activului suport la momentul t,
K — pretul de exercitiu al optiunii,

t, t* - momentul curent si respectiv scadenta optiunii,
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H — bariera optiunii,
R — suma pléatita de catre vanzator cumparatorului in cazul in care valoarea optiunii este zero,

M — maturitatea optiunii.

Evaluarea optiunilor bariera se realizeaza fie prin metode analitice fie prin metode numerice
(modele binomiale/trinomiale si simuliari Monte Carlo). In cazul utilizirii modelelor
binomiale/trinomiale, acestea trebuie adaptate pentru a incorpora bariera. Aceasta se
incorporeazd punand conditia ca valoarea optiunii sd fie zero atunci cand optiunea expira (in

cazul optiunilor knock out) sau nu este activata (in cazul optiunilor knock in).
Hull (2000) prezinta solutii analitice pentru evaluarea optiunilor bariera.

Notand cu:

S — pretul activului suport,

K — pretul de exercitiu al optiunii,

H — bariera,

t — timpul pana la maturitatea optiunii,
I — rata dobanzii,

g — venitul adus de activul suport,

o - volatilitatea activului suport,

solutia analitica pentru evaluarea optiunilor call si put cu bariere este:

1. Pentru optiunea call:

daca H < K, atunci valoarea unei optiuni call knock in (down and in) este:
Se™* (%ju N(y)-Ke™ [%TH N (y ~ oWt )

unde:
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Utilizand relatia de arbitraj dintre optiunile knock in si knock out, valoarea unei optiuni call

knock out (down and out) este:

Prima unei optiuni call knock out (down and out) = prima unei optiuni call — prima unei

optiuni call knock in (down and in).

Daca H > K, atunci valoarea unei optiuni call knock out (down and out) este:

SN(x, e —Ke™N (xl —~ a\/f)— Se“‘t(%ju N(y, )+ Ke™ (%ju—z N (y1 - a\/f)

unde:
ln(ljj

X, = " + Aot
ln(lgj

Yy, = iy + Aot

Valoarea unui call knock in (down and in) se determina punand conditia inexistentei oportunitatii

de arbitraj intre call, call knock in si call knock out:

Prima unei optiuni call knock in (down and in) = prima unei optiuni call — prima  unei optiuni

call knock out (down and out).

Daca H < K, atunci valoarea unui call reverse knock out (up and out) este 0 si valoarea unui

call reverse knock in (up and in) este egala cu valoarea unui call.

Daca H > K, atunci valoarea unei optiuni call reverse knock in (up and in) este:

SN(x Je™® - Ke "N(x, - o+t ) se* (%jn[N(— y)-N(=,)]
+ Ke™ (%)21_2 [N (— y+ J\/f)— N(— y, + m/f)]

Valoarea unei optiuni call reverse knock out (up and out) este:
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Prima unei optiuni call reverse knock out (up and out) = prima unei optiuni call — prima unei

optiuni call reverse knock in (up and in).
2. Pentru optiunea put:

Dacda H > K, atunci valoarea unei optiuni put knock in (up and in) este:

24 212
- Se‘q‘(%j N(-y)- Ke‘“(%) N(-y+ovt).
Valoarea unei optiuni put knock out (up and out) este:
Prima put knock out (up and out) = prima put — prima put knock in (up and in).

Daca H < K, valoarea unui put knock out (up and out) este:

H 22 H 24-2
~SN(x,)e™ + Ke™N (— X, + o-\/f)+ ge (?j N(-y,)-Ke™ (3] N (— y+ a\/f)Valoarea
unei optiuni put knock in (up and in) este:
Prima optiune put knock in (up and in) = prima put — prima put knock out (up and out).

Daca H > K, atunci valoarea unui put reverse knock out (down and out) este 0 si valoarea unui

put reverse knock in (down and in) este egala cu valoarea unui put standard.

Daca H < K, atunci valoarea unui put reverse knock in (down and in) este:

~SN(=x,)e™ + Ke "N (- x, + o/t )+ Se (%ju[N (v)-N(y)]

~Ke™ [%j [Ny = )Ny, - oyt

Valoarea unui put reverse knock out (down and out) este:

Prima optiune put reverse knock out (down and out) = prima put — prima put reverse knock in

(down and in).

.....
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Delta. Aceasta este semnificativ diferita fatd de cea a unei optiuni simple (care poate lua
valori intre 0 si 1 pentru un call si 0 i -1 pentru un put). De exemplu o optiune call cu
bariera poate avea delta negativ sau delta mai mare decat 1.

Gamma. In cazul in care delta este mai mare decat 1, gamma poate lua valori mari. De
asemenea, faptul ca delta este discontinuu, gamma poate fi infinit.

Vega. Valoarea optiunilor plain vanilla creste o dati cu majorarea volatilitatii. In schimb,
optiunea sd dispard, ceea ce conduce la o relatie inversa intre valoarea optiunii si
volatilitatea activului suport. Pentru a capta mai bine riscul optiunilor exotice, in practica

.....

senzitivitatea lui vega functie de cursul spot.

O alta problema in evaluarea optiunilor cu bariere este volatilitatea care va fi folositd pentru

evaluarea acestora. In cazul utilizarii suprafetei de volatilitate, atunci volatilitatea pentru pretul

de exercitiu va fi diferita de volatilitatea pentru bariera, cele doua volatilitati fiind puncte diferite

de pe smile. In practici au fost propuse mai multe abordari (Wilmott, 1998):

Suprafete locale de volatilitate — ceea ce presupune luarea in considerare a smile-ului si a
structurii la termen a volatilitatii;
Doua modele de volatilitate — aceastd abordare extinzdnd modelul standard prin

adaugarea unei volatilitati separate pentru bariera.

In privinta hedging-ului acestor optiuni in practica sunt aplicate mai multe abordri:

Hedging-ul dinamic — care este dificil pentru optiunile cu barierda (Taleb 1997) datorita
discontinuitatilor in delta si a masurii gamma ridicate (iar in unele cazuri infinit).

Replicare staticd - care implica replicarea profilului optiunii cu barierd printr-un
portofoliu de optiuni conventionale (Bowie si Carr, 1994). Aceastd metodd are ca
avantaje reducerea costului de rebalansare a portofoliului, reducerea riscului datorat lui
gamma, expunere minimad fatd de estimarea volatilitatii (deoarece replicarea statica

necesita doar volatilitatile implicite ale optiunilor plain vanilla folosite pentru hedging).
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5.Optiuni cu payoff-ul modificat
5.1. Optiuni digitale (binare)

Acestea sunt optiuni al ciror payout este discontinuu si fix. In cazul unei optiuni digitale
standard, in cazul in care pretul de exercitiu/bariera este atinsd, payout-ul este o suma
predeterminata fixa. Aceste optiuni pot fi americane sau europene, cu o singurd sau cu doud

bariere.

Cele mai tranzactionate optiuni digitale sunt:

= One touch — optiune americana care are un payoff fix predeterminat in cazul in care
cursul atinge bariera pana la scadenta optiunii i zero in caz contrar;

= No touch — optiune americana care are un payoff fix predeterminat in cazul in care cursul
nu atinge bariera pana la scadenta optiunii si zero in caz contrar;

= Double one touch — optiune americana care are un payoff fix predeterminat in cazul in
care cursul atinge una din cele doud bariere pana la scadenta optiunii si zero in caz
contrar;

= Double no touch — optiune americana care are un payoff fix predeterminat in cazul in care
nu cursul atinge nici una dintre cele doua bariere pana la scadenta optiunii si zero in caz

contrar.

Evaluarea acestor optiuni pune probleme specifice deoarece payoff-ul acestor optiuni este fix, in
practica fiind utilizate atat metode analitice (pentru optiunile cu o singura barierd), cat si metode

numerice (modele binomiale, simuldri Monte Carlo).

Tranzactionarea §i managementul riscului pentru aceste optiuni prezintd dificultati deoarece,
datorita discontinuitatilor in payoff-ul acestor optiuni, in jurul barierei/pretului de exercitiu,
modificari mici ale activului suport pot avea efecte mari asupra valorii optiunii. Ca urmare,
= Delta. Aceasta este mare in jurul barierei/pretului de exercitiu — ceea ce reflecta faptul ca,
daca optiunea expirad (in cazul optiunilor europene) in the money, atunci aceasta optiune

va avea o valoare mare. De asemenea, ca §i In cazul optiunilor cu bariere, delta poate lua

atat valori pozitive cat si valori negative, iar valoarea absolutd a lui delta poate fi mare
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(mai mare decat 1), ceea ce reflecta faptul ca o optiune digitala aflata marginal in the
money poate avea un payout mult mai mare decat o optiune conventionald. Delta unei
optiuni digitale se poate schimba rapid in cazul in care activul suport se tranzactioneaza
in jurul pretului de exercitiu/barierei sau atunci cand timpul pana la expirare e scurt (mai
ales 1n cazul optiunilor europene).

= Gamma. Datoritd faptului ca delta optiunilor digitale se poate schimba rapid, gamma
poate avea valori ridicate atunci cand activul suport se tranzactioneaza in jurul pretului de
exercitiu sau cand timpul pana la expirare e scurt.

= Vega. Optiunile digitale, similar cu cele cu barierd sunt senzitive la modificarea

volatilitatii In jurul pretului de exercitiu/barierei.

Datorita discontinuitatilor in payof-ull acestor optiuni, hedging-ul dinamic al optiunilor digitale
este dificil (Priest, 1997). Din aceasta cauza, in practica este utilizat hedging-ul static al acestor

optiuni (Bowie, Johnatan si Carr, 1994).

Hedging-ul static poate fi realizat utilizand optiuni standard prin strategii spread — strategii care
pot replica cu acuratete payoff-ul unei optiuni digitale: trader-ul va trebui sa construiasca o
strategie spread in care diferenta dintre cele doud preturi de exercitiu este mica si sa ajusteze
notionalul celor doua optiuni componente ale spread-ului astfel incat aceasta strategie sa aiba un
payoff similar cu cel au unei optiuni digitale. Dar, aceasta strategie de hedging se complica
datorita faptului ca strategia spread si optiunea digitala vor avea comportamente (valoarea lor va

evolua diferit) diferite pana la scadenta.
5.2. Optiuni contingent premium

Optiunile contingent premium sunt o aplicatie speciald a optiunilor digitale. Aceste optiuni sunt
caracterizate prin faptul ca prima lor nu este platita la tranzactionarea contractului ci este platita

la expirarea optiunii si conditionata de expirarea in the money a optiunii.

Evaluarea acestui tip de optiuni se bazeaza pe descompunerea acesteia in partile componente:
= Cumpdrarea unei optiuni standard;
* Vanzarea unei optiuni digitale care are acelasi pret de exercitiu/bariera cu cel al optiunii

standard si un payoff egal cu prima optiunii plain vanilla.
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5.3. Optiuni exponentiale

Aceste optiuni se diferentiazd de optiunile standard prin faptul ca payoff-ul optiunilor
exponentiale se determind prin ridicarea la o putere (mai mare decat 1) a valorii intrinseci a

optiunii standard.

Astfel, payoff-ul unei optiuni exponentiale poate fi scris:
= Call: maxlO, (s, - K)”J
= Put: max[O,(K - Sm)n]

unde:

K reprezinta pretul de exercitiu al optiunii,

S,, - pretul activului suport la maturitatea optiunii,

N — puterea la care se ridica valoarea intrinseca a optiunii.
6. Optiuni multifactor

6.1. Optiuni curcubeu (rainbow)

Optiunile curcubeu reprezinta un nume generic folosit pentru descrierea unor structuri a caror
caracteristica este faptul ca payoff-ul acestora depinde de performanta relativa a doud sau mai

multe active (numite culorile curcubeului).

Aceste optiuni permit cumparatorului:
= reducerea primei de cumparare a optiunilor (comparativ cu cumpdrarea unei optiuni
standard pentru fiecare activ),

* tranzactionarea pe baza asteptarilor privind evolutia relativd a doua sau mai multe active.

Cele mai cunoscute structuri sunt:
=  Optiuni best of/worst off (numite si optiuni alternative) — pentru care cumparatorul lor
primeste cea mai mare (in cazul optiunilor best of) sau cea mai mica (worst of)
modificare de pret (in termeni procentuali fatd de pretul de exercitiu) dintre doua sau mai
multe active. Payoff-ul este egal cu modificarea procentuald pozitiva sau negativa fata de

pretul de exercitiu multiplicata cu notionalul optiunii:
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Optiune best of: max(AS,, AS,,...,AS,)
Optiune worst of: min(AS,,AS,,...,AS,)
unde AS, reprezintd modificarea procentuald a activului n fata de pretul de exercitiu.

= Optiuni outperformance — cumpdratorul acestor structuri are ca payoff diferenta de
performantd dintre doud active predeterminate: randamentul (procentual) al unui activ
minus randamentul (procentual) al celui de al doilea multiplicate cu notionalul optiunii.
In general, pretul de exercitiu al optiunii este pretul spot al activelor la momentul

tranzactiondrii contractului.

Evaluarea acestor optiuni poate fi realizata atat prin metode analitice ct s1 numerice. Problemele
care apar in evaluarea acestor optiuni sunt legate de :
» Imposibilitatea asumarii distributiei log-normale ale activelor suport deoarece suma sau
diferenta a doua variabile cu distributie log-normala poate sd nu fie log-normala.

= Necesitatea incorporarii corelatiei intre evolutiile activelor suport.

senzitivitatea pretului optiunii functie de coeficientul de corelatie dintre active — Chi ( )()

6.2. Optiuni de schimb (exchange)

Cumpdratorul acestei structuri are dreptul de a schimba un activ cu un alt activ.

Payoff-ul acestei optiuni este: max(O, S, -5, ),
unde:

S, reprezinti pretul activului 1 la scadenta optiunii,

S, - pretul activului 2 la scadenta optiunii.

Optiunea de schimb este echivalentd cu o optiune call care are ca activ suport al doilea activ si ca
pret de exercitiu cursul forward al primului activ sau cu o optiune put care are ca activ suport

primul activ si ca pret de exercitiu cursul forward al celui de al doilea activ.
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Aceste structuri sunt folosite in special pe pietele valutare — optiuni pe cursul de schimb (dreptul
de a schimba o moneda intr-o altd moneda) si 1n achizitii si fuziuni (dreptul de a schimba o

actiune cu o altd actiune).
6.3. Optiuni spread

Optiunile spread sunt o structura in cazul careia activul suport este diferentialul dintre preturile a

doua active (de exemplu doua rate de dobanda sau doi indici bursieri).

Payoff-ul acestor structuri este: max[0,(a-S, +b-S, +¢)],
unde:

a, b si ¢ sunt constante,

S, reprezinta pretul sau yield-ul primului activ,

S, - pretul sau yield-ul celui de al doilea activ.

Atunci cand activul de baza al optiunii spread este diferentialul dintre yield-urile a doua active, b

este -1. Daca c este zero, optiunea spread este identica cu optiunea de schimb.

Settlement-ul optiunii poate fi realizat prin:
» Platd in numerar — egala cu valoarea Iin the money a optiunii (metoda cea mai des
utilizata);
» Fizic — care presupune cumpdrarea §i vanzarea a celor doud active pe baza carora este

calculat spread-ul.
Principala aplicatie a acestor structuri este posibilitatea de a tranzactiona riscul relativ.

Cele mai importante optiuni spread sunt cele pe rata dobanzii, impartite in doua categorii:
= Structuri pe o singura monedd — care se referd la diferentialul dintre ratele de dobanda
pentru aceeasi moneda:
O optiuni pe curba de randament — care permit tranzactionarea formei curbei de
randament,
O optiuni spread intra-market — care permit tranzactionarea ratelor relative dintre

doua instrumente.
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= Structuri pe doud monede — care se referd la diferentialul dintre ratele de dobanda pentru
doud monede:
O optiuni cross currency bond spred — care permit tranzactionarea diferentialului de
yield-uri dintre doua obligatiuni denominate in doud monede diferite,
O optiuni cross-currency money market spread — care permit tranzactionarea
diferentialului dintre doua rate de dobanda de piatd monetara pentru doud monede

diferite.

In evaluarea acestor structuri, principalii factori care determina valoarea optiunii spread sunt

spread-ul forward dintre cele doua active si volatilitatea acestui spread.

Evaluarea poate fi realizata prin:
* modelarea spread-ului ca un activ de baza — care permite utilizarea de metode analitice
bazate pe modelul Black-Scholes-Merton.

* modele de optiuni multifactor ceea ce presupune utilizarea de metode numerice.
6.4. Optiuni compuse

O optiune compusa este 0 optiune europeand cu activ suport o optiune europeand. La scadenta,
daca aceasta este in the money (valoarea de piatd este mai mare decat prima optiunii activ
suport), optiunea compusa poate fi exercitatd si cumparatorul optiunii compuse va primi optiunea

activ suport.

Pretul de exercitiu al optiunii compuse este prima optiunii activ suport (care va fi platita la
scadenta optiunii compuse de catre cumparatorul acesteia, in cazul in care optiunea compusa este

exercitata).

Principalele elemente ale optiunii compuse, elemente ce trebuie stabilite la momentul
tranzactiondrii optiunii sunt:

= pretul de exercitiu si scadenta optiunii activ de baza,

= pretul de exercitiu si scadenta optiunii compuse,

= pretul activului de baza, volatilitatea acestuia si rata dobanzii.

Caracteristicile care fac aceasta structura atractiva sunt:
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= prima scazutd a optiunii compuse,
= posibilitatea de a tranzactiona volatilitatea (la momentul tranzactionarii optiunii compuse,
prima optiunii activ de baza este fixatd ceea ce presupune cd volatilitatea activului de

baza este fixata).
Optiunile compuse sunt in general utilizate pe pietele valutare si monetare.
Evaluarea optiunilor compuse poate fi realizatd atat prin metode analitice cat si numerice.
6.5. Optiuni cos (basket)

Optiunile cos se diferentiaza de optiunile standard prin faptul ca payoff-ul acestei structuri este

determinat de valoarea agregata a unui cos de active.

Payoff-ul acestei structuri poate fi scris:

= call: max{z WS, — K,O}

i-1
" put maX{K - ZWiSi ,O}
i=1
unde:
S, reprezintd pretul activului i din cos,

W, - ponderea, in puncte procentuale, a activului i in cosul de active,

K — pretul de exercitiu.

Structura acestei optiuni implica faptul ca, datoritd corelatiei activelor incluse in cos, pretul
acestei structuri este, in general, inferior sumei pretului optiunilor avand ca activ suport activele

introduse 1n cos.

Principalele aplicatii ale acestor structuri sunt:
» hedging-ul riscului valutar — prin structurarea de optiuni avand ca activ suport un cos de
monede,

= crearea de cosuri sintetice de actiuni.

Factorii suplimentari care trebuie luati in considerare in evaluarea acestor structuri sunt:
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* numarul de active si ponderea fiecarui activ in cosul de active,
= volatilitatea fiecarui activ,

= coeficientii de corelatie dintre componentele cosului de active.

Principalele metodologii utilizate in evaluarea optiunilor cos sunt:

= metode numerice (modele binomiale, simulari Monte Carlo),

» tehnici de aproximare — prin care valoarea optiunii este estimatd pe baza ipotezelor
privind distributia valorii cosului de active. Una dintre aceste procedee este metoda
momentelor prin care primele doud momente ale distributiei cosului de valute sunt
calculate si sunt folosite pentru generarea distributiei valorii cosului presupunand ca

aceasta este log-normal distribuita.

Hedging-ul acestor structuri implica utilizarea de delta si vega multiple si tranzactionarea

activelor componente ale cosului.
6.6. Optiuni cu notionalul ajustabil (quanto)

Optiunile cu notional ajustabil (quanto) se refera la structuri de optiuni unde notionalul activului
pentru care se face hedging este determinat de evolutia unei alte variabile (activ). O optiune
guanto este un contract derivat denominat intr-o moneda diferita de moneda in care este

denominat activul al carui hedging trebuie realizat.

Principala caracteristica a optiunilor quanto este capacitatea acestei structuri de a utiliza corelatia
dintre activul de baza si moneda in care acesta este denominat pentru a crea un hedging care sa
corespundad mai bine profilului de risc:

= crearea unui expuneri pe un anumit activ $i minimizarea riscului valutar,

* majorarea sau micsorarea costului optiunii functie de diferentialul de dobanda dintre cele

doud monede si corelatia dintre activul de baza si moneda in care acesta este denominat.

Principalele produse quanto includ:
= optiuni pe actiuni sau indici bursieri protejate contra riscului valutar,

= optiuni pe instrumente cu venit fix protejate contra riscului valutar,
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= spread-uri intre actiuni si/sau instrumente cu venit fix protejate fata de riscul valutar (de
exemplu, indexed differentail swaps — care presupune hedging-ul riscului valutar pentru

diferentialul de dobanzi dintre doud piete monetare).
Evaluarea optiunilor quanto poate fi realizata atat prin modele analitice cat si numerice.

In cazul utilizarii modelelor analitice, modelul Black-Scholes poate fi adaptat pentru evaluarea
acestor structuri. Principala diferentd fatd de modelul standard este impactul diferentialului de

rate de dobanda si corelatia dintre pretul activului de baza.
Gastineau (1993) prezinta o solutie analitica pentru evaluarea optiunilor quanto:

Notand cu:

S — pretul activului in moneda strdina,

K — pretul de exercitiu in moneda strdina,

FX — cursul de schimb fix la care veniturile din optiune vor fi convertite in moneda locala,
y — randamentul adus de activul suport,

o — volatilitatea activului suport,
o, — volatilitatea cursului de schimb,
r, —rata dobanzii pentru moneda straina,

I — rata dobanzii pentru moneda locala,
t — timpul pana la maturitatea optiunii,

p — coeficientul de corelatie dintre pretul activului suport si cursul de schimb,

Prima unei optiuni call europeana este:

FX (se kN (d) - Ke ™ N(d - ot )

Prima unei optiuni put europene este:

FX (Ke™ N (= d + ot ) se N (- o)

unde:
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Comportamentul optiunilor quanto este complex. Atunci cand corelatia dintre activul suport si
cursul de schimb este zero, costul unei optiuni quanto este similar cu cel al unei optiuni standard.
De asemenea, atunci cand timpul pana la scadenta optiunii este redus, diferenta dintre cele doua

preturi este micd deoarece impactul punctelor forward este redus.

Atunci cand corelatia dintre pretul activului suport si cursul de schimb relativ este pozitiva,
optiunea call quanto este mai ieftind iar optiunea put goanto este mai scumpa decat optiunile
standard similare si invers atunci cand corelatia este negativd — ceea ce reflectd faptul ca
facilitatea quanto a optiunii imbundtateste payoff-ul cumpéaratorului numai in situatia in care

cursul de schimb este mai depreciat decat cursul garantat.

In general, hedging-ul optiunilor quanto se realizeazi in mod dinamic prin utilizarea unui
portofoliu de instrumente care include:

= activul de baza,

= contracte forward sau pozitii spot in cursul de schimb intre moneda 1n care este

denominat activul de baza si moneda locala.
6.6. Optiuni defined exercise

Aceste structuri (numite si optiuni outside barrier sau gap correlation) sunt similare cu optiunile
barierd cu deosebirea ca doud active sunt folosite pentru determinarea payoff-ului optiunii.
Valoarea optiunii este determinatd de pretul unui activ, iar evolutia pretului celui de al doilea

activ determind daca optiunea este exercitata.

Principalul determinant al valorii acestei structuri este coeficientul de corelatie dintre cele doua

active.

Evaluarea acestor structuri poate fi realizatd fie prin metode analitice (modelul Black-Scholes

modificat) sau metode numerice.
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